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Capitolo 1

Introduzione

L’attivit à di programmazione può grossolanamente essere divisa in due aree distinte. La primaè chiamata
Programmazione in grande e riguarda la soluzione informatica di problemi di grande dimensione (si pensi
allo sviluppo di un sistema informativo di una azienda multinazionale). La seconda invece può essere
chiamata Programmazione in piccolo e consiste nel trovare una buona soluzione algoritmica a specifici
problemi ben formalizzati (si pensi agli algoritmi di ordinamento).

Obbiettivo di questo corsòe quello di fornire una introduzione alle nozioni di base e ai metodi che
sovrintendono questo secondo tipo di problematica, dedicata allo studio della rappresentazione e ma-
nipolazione dell’informazione con l’ausilio della teoria degli algoritmi e della organizzazione dei dati.
Si tratta di una tipica attivit̀a trasversale che trova applicazione in tutte le aree disciplinari dell’informat-
ica, pur essendo dotata di propri metodi e di una propria autonomia a tal punto da essere inclusa in una
delle nove branche nelle quali la ACM (Association for Computing Machinery) suddivide la Computer
Science: Algoritmi e strutture dati, Linguaggi di programmazione, Architetture dei calcolatori, Sistemi
operativi, Ingegneria del software, Calcolo numerico e simbolico, Basi di dati e sistemi per il reperimento
dell’informazione, Intelligenza artificiale, Visione e robotica.

1.1 La nozione di algoritmo

Informalmente, un algoritmòe un procedimento formato da una sequenza finita di operazioni elementari
che trasforma uno o più valori di ingresso (che chiameremo anche input) in uno o più valori di uscita
(rispettivamente, output). Un algoritmo definisce quindi implicitamente una funzione dall’insieme degli
input a quello degli output e nel contempo descrive un procedimento effettivo che permette di determinare
per ogni possibile ingresso i corrispondenti valori di uscita. Dato un algoritmoA, denoteremo confA la
funzione che associa a ogni ingressox di A la corrispondente uscitafA(x).

Questa corrispondenza tra input e output rappresenta il problema risolto dall’algoritmo. Formal-
mente, un problemàe una funzionef : DI −→ DS , definita su insiemeDI di elementi che chiameremo
istanze, a valori su un insiemeDS di soluzioni. Per mettere in evidenza i due insiemi e la relativa
corrispondenza, un problema verrà in generale descritto usando la seguente rappresentazione:

Problema NOME
Istanza : x ∈ DI

Soluzione :f(x) ∈ DS

Diremo che un algoritmoA risolve un problemaf sef(x) = fA(x) per ogni istanzax.
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L’esecuzione di un algoritmo su un dato input richiede il consumo di una certa quantità di risorse;
queste possono essere rappresentate dal tempo di computazione impiegato, dallo spazio di memoria
usato, oppure dal numero e dalla varietà dei dispositivi di calcolo utilizzati.È in generale importante
saper valutare la quantità di risorse consumate proprio perché un consumo eccessivo può pregiudicare le
stesse possibilità di utilizzo di un algoritmo. Un metodo tradizionale per compiere questa valutazioneè
quello di fissare un modello di calcolo preciso e definire in base a questo la stessa nozione di algoritmo e
le relative risorse consumate. In questo corso faremo riferimento a modelli di calcolo formati da un solo
processore e in particolare introdurremo il modello RAM, trattando quindi unicamente la teoria degli
algoritmi sequenziali. In questo contesto le risorse principali che prenderemo in considerazione sono il
tempo di calcolo e lo spazio di memoria.

Possiamo cosı̀ raggruppare le problematiche riguardanti lo studio degli algoritmi in tre ambiti prin-
cipali:

1. Sintesi(detta anche disegno o progetto): dato un problemaf , costruire un algoritmo A per risol-
veref , cioè tale che chef = fA. In questo corso studieremo alcuni metodi di sintesi, come la
ricorsione, la tecnica “divide et impera”, la programmazione dinamica e le tecniche “greedy”.

2. Analisi: dato un algoritmo A ed un problemaf , dimostrare che A risolvef , cioè chef = fA

(correttezza) e valutare la quantità di risorse usate da A (complessità concreta). Gli algoritmi pre-
sentati nel corso saranno supportati da cenni di dimostrazione di correttezza, e saranno sviluppate
tecniche matematiche per permettere l’analisi della complessità concreta. Tra queste ricordiamo
in particolare lo studio di relazioni di ricorrenza mediante funzioni generatrici.

3. Classificazione(o complessit̀a strutturale): data una quantitàT di risorse, individuare la classe di
problemi risolubili da algoritmi che usano al più tale quantit̀a. In questo corso verranno considerate
le classiP eNP, con qualche dettaglio sulla teoria dellaNP-completezza.

1.2 La complessit̀a di un algoritmo

Due misure ragionevoli per sistemi di calcolo sequenziali sono i valoriTA(x) e SA(x) che rappresen-
tano rispettivamente il tempo di calcolo e lo spazio di memoria richiesti da un algoritmoA su inputx.
Possiamo considerareTA(x) eSA(x) come interi positivi dati rispettivamente dal numero di operazioni
elementari eseguite e dal numero di celle di memoria utilizzate durante l’esecuzione diA sull’istanzax.

Descrivere le funzioniTA(x) eSA(x) può essere molto complicato poiché la variabilex assume va-
lori sull’insieme di tutti gli input. Una soluzione che fornisce buone informazioni suTA e suSA consiste
nell’introdurre il concetto di “dimensione” di una istanza, raggruppando in tal modo tutti gli input che
hanno la stessa dimensione: la funzione dimensione (o lunghezza) associa a ogni ingresso un numero
naturale che rappresenta intuitivamente la quantità di informazione contenuta nel dato considerato. Per
esempio la dimensione naturale di un intero positivon è1 + blog2 nc, cioè il numero di cifre necessarie
per rappresentaren in notazione binaria. Analogamente, la dimensione di un vettore di elementiè
solitamente costituita dal numero delle sue componenti, mentre la dimensione di un grafoè data dal
numero dei suoi nodi. Nel seguito, per ogni istanzax denotiamo con|x| la sua dimensione.

Si pone ora il seguente problema: dato un algoritmoA su un insieme di inputI, può accadere che due
istanzex, x′ ∈ I di ugual dimensione, ciòe tali che|x| = |x′|, diano luogo a tempi di esecuzione diversi,
ovveroTA(x) 6= TA(x′); come definire allora il tempo di calcolo diA in funzione della sola dimensione?
Una possibile soluzionèe quella di considerare il tempo peggiore su tutti gli input di dimensionen fissata;
una secondàe quella di considerare il tempo medio. Possiamo allora dare le seguenti definizioni:
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1. chiamiamo complessità “in caso peggiore” la funzioneT p
A : IN −→ IN tale che, per ognin ∈ IN,

T p
A(n) = max{TA(x) | |x| = n};

2. chiamiamo invece complessità “in caso medio” la funzioneTm
A : IN −→ IR tale che, per ogni

n ∈ IN,

Tm
A (n) =

∑
|x|=n TA(x)

In

doveIn è il numero di istanzex ∈ I di dimensionen.

In modo del tutto analogo possiamo definire la complessità in spazio nel caso peggioreSp
A(n) e nel caso

medioSm
A (n).

In questo modo le complessità in tempo o in spazio diventano una funzioneT (n) definita sugli
interi positivi, con tutti i vantaggi che la semplicità di questa nozione comporta. In particolare risulta
significativa la cosiddetta “complessità asintotica”, ciòe il comportamento della funzioneT (n) per grandi
valori di n; a tal riguardo, di grande aiuto sono le “notazioni asintotiche” e le tecniche matematiche che
consentono queste valutazioni.

È naturale chiedersi se fornisce più informazione la complessità “in caso peggiore” o quella “in caso
medio”. Si pùo ragionevolmente osservare che le valutazioni ottenute nei due casi vanno opportunamente
integrate poich́e entrambe le misure hanno vantaggi e svantaggi. Ad esempio la complessità “in caso
peggiore” fornisce spesso una valutazione troppo pessimistica; viceversa, la complessità “in caso medio”
assume una distribuzione uniforme sulle istanze, ipotesi discutibile in molte applicazioni.

1.3 Ordini di grandezza della complessit̀a in tempo

Il criterio principale solitamente usato per valutare il comportamento di un algoritmoè basato sull’analisi
asintotica della sua complessità in tempo (nel caso peggiore o in quello medio). In particolare l’ordine
di grandezza di tale quantità, al tendere del parametron a +∞, fornisce una valutazione della rapidità
di incremento del tempo di calcolo al crescere delle dimensioni del problema. Tale valutazioneè solita-
mente sufficiente per stabilire se un algoritmoè utilizzabile e per confrontare le prestazioni di procedure
diverse. Questo criteriòe ovviamente significativo per determinare il comportamento di un algoritmo su
ingressi di grandi dimensioni mentreè poco rilevante se ci interessa conoscerne le prestazioni su input di
piccola taglia. Tuttaviàe bene tenere presente che una differenza anche piccola nell’ordine di grandezza
della complessit̀a di due procedure può comportare enormi differenze nelle prestazioni dei due algoritmi.
Un ordine di grandezza troppo elevato può addirittura rendere una procedura assolutamente inutilizzabile
anche su input di dimensione piccola rispetto allo standard usuale.

Le due seguenti tabelle danno un’idea più precisa del tempo effettivo corrispondente a funzioni di
complessit̀a tipiche che vengono spesso riscontrate nell’analisi di algoritmi. Nella prima confrontiamo
i tempi di calcolo richiesti su istanze di varia dimensione da sei algoritmi che hanno una complessità
in tempo rispettivamente din, n log2 n, n2, n3, 2n e 3n, supponendo di poter eseguire una operazione
elementare in un microsecondo, ovvero10−6 secondi. Inoltre, usiamo la seguente notazione per rap-
presentare le varie unità di tempo:µs =microsecondi,ms =millisecondi,s =secondi,mn =minuti,
h =ore,g =giorni, a =anni ec =secoli; quando il tempo impiegato diviene troppo lungo per essere di
qualche significato, usiamo il simbolo∞ per indicare un periodo comunque superiore al millennio.
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Complessit̀a n = 10 n = 20 n = 50 n = 100 n = 103 n = 104 n = 105 n = 106

n 10µs 20µs 50µs 0, 1ms 1ms 10ms 0, 1s 1s
n log2 n 33, 2µs 86, 4µs 0, 28ms 0, 6ms 9, 9ms 0, 1s 1, 6s 19, 9s
n2 0, 1ms 0, 4ms 2, 5ms 10ms 1s 100s 2, 7h 11, 5g
n3 1ms 8ms 125ms 1s 16, 6mn 11, 5g 31, 7a ≈ 300c
2n 1ms 1s 35, 7a ≈ 1014c ∞ ∞ ∞ ∞
3n 59ms 58mn ≈ 108c ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Nella seconda tabella riportiamo le dimensioni massime di ingressi che possono essere processati in
un minuto dagli stessi algoritmi.

Complessit̀a in tempo Max Dimensione
n 6× 107

n log2 n 28× 105

n2 77× 102

n3 390
2n 25

Dall’esame delle due tabelle si verifica subito come gli algoritmi dotati di una complessità in tempo
lineare o di poco superiore (n log n) siano utilizzabili in maniera efficiente anche per elevate dimensioni
dell’input. Per questo uno dei primi obiettivi, generalmente perseguiti nella progettazione di un algoritmo
per un problema dato,̀e proprio quello di trovare una procedura che abbia una complessità di ordine
lineare o al pìu n log n.

Algoritmi che hanno invece una complessità dell’ordine dink, perk ≥ 2, risultano applicabili solo
quando la dimensione dell’ingresso nonè troppo elevata. In particolare, se2 ≤ k < 3, si possono
processare in tempi ragionevoli istanze di dimensione media; mentre perk ≥ 3 tale dimensione si riduce
drasticamente e i tempi necessari per processare input di lunghezza elevata risultano inaccettabili.

Infine notiamo come algoritmi che hanno una complessità esponenziale (per esempio2n o 3n) pre-
sentino tempi di calcolo proibitivi anche per dimensioni di input limitate. Per questo motivo sono con-
siderati generalmente inefficienti gli algoritmi che hanno una complessità in tempo dell’ordine dian per
qualchea > 1. Questi vengono solitamente usati solo per input particolarmente piccoli, in assenza di
algoritmi più efficienti, oppure quando le costanti principali, trascurate nell’analisi asintotica, sono cosı̀
limitate da permettere una applicazione su ingressi di dimensione opportuna.

Si potrebbe pensare che le valutazioni generali sopra riportate dipendano dall’attuale livello tecno-
logico e siano destinate ad essere superate con l’avvento di una tecnologia più sofisticata che permetta di
produrre strumenti di calcolo sensibilmente più veloci. Questa opinione può essere confutata facilmente
considerando l’incremento, dovuto a una maggiore rapidità nell’esecuzione delle operazioni fondamen-
tali, delle dimensioni massime di input trattabili in un tempo fissato. Supponiamo di disporre di due
calcolatori che chiamiamoC1 eC2 rispettivamente e assumiamo cheC2 siaM volte più veloce diC1,
doveM è un parametro maggiore di1. Quindi seC1 esegue un certo calcolo in un tempot, C2 esegue
lo stesso procedimento in un tempot/M . Nella seguente tabella si mostra come cresce, passando da
C1 aC2, la massima dimensione di ingresso trattabile in un tempo fissato da algoritmi dotati di diverse
complessit̀a in tempo.

Complessit̀a in tempo Max dim. suC1 Max dim. suC2
n d1 M · d1

n lg n d2 ≈M · d2 (perd2 � 0)
n2 d3

√
M · d3

2n d4 d4 + lgM
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Come si evince dalla tabella, algoritmi lineari (n) o quasi lineari (n lg n) traggono pieno vantaggio
dal passaggio alla tecnologia più potente; negli algoritmi polinomiali (n2) il vantaggioè evidente ma
smorzato, mentre negli algoritmi esponenziali (2n) il cambiamento tecnologicòe quasi ininfluente.
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Capitolo 2

Nozioni preliminari

In questo capitolo ricordiamo i concetti matematici di base e le relative notazioni che sono di uso corrente
nella progettazione e nell’analisi di algoritmi. Vengono richiamate le nozioni elementari di calcolo com-
binatorio e i concetti fondamentali per studiare il comportamento asintotico di sequenze numeriche.

2.1 Notazioni di base

Presentiamo innanzitutto la notazione usata in questo capitolo e nei successivi per rappresentare i tradizion-
ali insiemi numerici:

IN denota l’insieme dei numeri naturali;
ZZ denota l’insieme degli interi relativi;
Q denota l’insieme dei numeri razionali;
IR denota l’insieme dei numeri reali;
IR+ denota l’insieme dei numeri reali maggiori o uguali a0;
C denota l’insieme dei numeri complessi.

Comeè noto, dal punto di vista algebrico,IN forma un semianello commutativo rispetto alle tradizion-
ali operazioni di somma e prodotto; analogamente,ZZ forma un anello commutativo mentreQ, IR eC
formano dei campi.

Altri simboli che utilizziamo nel seguito sono i seguenti:
per ognix ∈ IR, |x| denota il modulo dix;
bxc rappresenta laparte intera inferioredi x, cioè il massimo intero minore o uguale ax;
dxe rappresenta laparte intera superioredi x cioè il minimo intero maggiore o uguale ax;
log x denota il logaritmo in basee di un numero realex > 0.

Le seguenti proprietà si possono dedurre dalle definizioni appena date:
per ognix ∈ IR

x− 1 < bxc ≤ x ≤ dxe < x+ 1;

per ogni interon
bn/2c+ dn/2e = n;

per ognin, a, b ∈ IN , diversi da0,

bbn/ac/bc = bn/abc,

ddn/ae/be = dn/abe;

13
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per ogni numero realex > 1 e ogni interoa > 1

bloga(bxc)c = bloga xc,

dloga(dxe)e = dloga xe.

2.2 Elementi di calcolo combinatorio

Le nozioni di permutazione e combinazione di un insieme finito sono strumenti fondamentali per la
soluzione di molti problemi di enumerazione e manipolazione di oggetti combinatori su cui si basa
l’analisi di classici algoritmi. Per questo riprendiamo questi concetti, solitamente studiati in un corso di
matematica discreta, presentando solo le definizioni e le proprietà fondamentali.

Dato un intero positivon e un insieme finitoS di k elementi,S = {e1, e2, . . . , ek}, chiamiamo
n-disposizionedi S una qualsiasi funzionef : {1, 2, . . . , n} −→ S. Se tale funzionèe iniettiva,f
sar̀a dettan-disposizionesenza ripetizioni. Sef è biunivoca unan-disposizione senza ripetizioni sarà
chiamatapermutazionedell’insiemeS (in tal cason = k). Nel seguito unan-disposizione sarà anche
chiamata disposizione di dimensionen.

Unan-disposizionef è solitamente rappresentata dall’allineamento dei suoi elementi

f(1)f(2) · · · f(n)

Per questo motivo unan-disposizione di un insiemeS è talvolta chiamata ancheparola (o stringa) di
lunghezzan sull’alfabetoS, oppurevettoredi dimensionen a componenti inS.

Per esempio una4-disposizione di{a, b, c, d} è la funzionef : {1, 2, 3, 4} −→ {a, b, c, d}, con
f(1) = b, f(2) = d, f(3) = c, f(4) = a. Essàe rappresentata dall’allineamento, o parola,bdca; questa
disposizionèe anche una permutazione.

Se la funzionef : {1, 2, . . . , n} −→ S è iniettiva, allora l’allineamento corrispondente

f(1)f(2) · · · f(n)

non contiene ripetizioni. Chiaramente in questo caso si deve verificaren ≤ k.

Esempio 2.1
Le 2-disposizioni senza ripetizioni dell’insieme{a, b, c} sono rappresentate dalle seguenti parole:ab, ac, ba, bc, ca, cb.

Indichiamo ora conDn,k il numero din-disposizioni di un insieme dik elementi; analogamente, sia
Rn,k il numero din-disposizioni senza ripetizione di un insieme dik elementi. Si verificano allora le
seguenti uguaglianze:

1. D1,k = R1,k = k;

2. poich́e unan-disposizioneè un elemento diS seguito da una qualsiasi disposizione diS di
dimensionen− 1, abbiamoDn,k = k ·Dn−1,k;

3. poich́e unan-disposizione senza ripetizioni di un insiemeS di k elementiè un elemento diS
seguito da una disposizione di dimensionen− 1 di un insieme dik− 1 elementi, abbiamoRn,k =
k ·Rn−1,k−1.

Tali relazioni provano la seguente proprietà:
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Proposizione 2.1Per ogni coppia di interi positivin, k si verifica

Dn,k = kn, Rn,k = k(k − 1) · · · (k − n+ 1) (sen ≤ k).

Osserviamo in particolare che il numero di permutazioni di un insieme din elementiè Rn,n =
n(n− 1) · · · 2 · 1. Essoè quindi dato dalla cosiddetta funzione fattoriale, indicata con

n! = 1 · 2 · . . . · (n− 1) · n.

Ricordiamo che la nozione di fattoriale viene solitamente estesa ponendo0! = 1.
Siamo ora interessati a calcolare il numero din-disposizioni di un insiemeS = {e1, e2, . . . , ek}

contenentiq1 ripetizioni die1, q2 ripetizioni die2,...,qk ripetizioni diek (quindiq1 + q2 + · · ·+ qk = n).
Vale a tal riguardo la seguente proposizione:

Proposizione 2.2Il numeroN(n; q1, . . . , qk) di n-disposizioni di un insiemeS = {e1, e2, . . . , ek} che
contengonoq1 ripetizioni die1, q2 ripetizioni die2,...,qk ripetizioni diek è

n!
q1!q2! · · · qk!

Dimostrazione. Etichettiamo in modo diverso leq1 ripetizioni di e1 aggiungendo a ciascun ele-
mento un indice distinto; facciamo la stessa cosa con leq2 ripetizioni di e2, con leq3 ripetizioni di
e3,..., con leqk ripetizioni di ek. In questo modo otteniamon oggetti distinti. Facendo tutte le pos-
sibili permutazioni di questin elementi otteniamon! permutazioni. Ognuna di queste individua una
n-disposizione originaria che si ottiene cancellando gli indici appena aggiunti; ogni disposizione cosı̀
ottenutaè individuata allora daq1!q2! · · · qk! distinte permutazioni. Di conseguenza possiamo scrivere
N(n; q1, . . . , qk) · q1!q2! · · · qk! = n!, da cui l’asserto.

Per ognin ∈ IN e ognik-pla di interiq1, q2, . . . , qk ∈ IN tali chen = q1 + q2 + . . .+ qk, chiamiamo
coefficiente multinomialedi gradon l’espressione(

n

q1q2 · · · qk

)
=

n!
q1!q2! · · · qk!

.

Nel caso particolarek = 2 otteniamo il tradizionalecoefficiente binomiale, solitamente rappresentato
nella forma (

n

j

)
=

n!
j!(n− j)!

,

doven, j ∈ IN e 0 ≤ j ≤ n. Osserva che
(n
j

)
può anche essere visto come il numero di parole

di lunghezzan, definite su un alfabeto di due simboli, nelle quali compaionoj occorrenza del primo
simbolo en− j del secondo.

La propriet̀a fondamentale di questi coefficienti, dalla quale deriva il loro nome, riguarda il calcolo
delle potenze di polinomi:

per ognin ∈ IN e ogni coppia di numeriu, v,

(u+ v)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
ukvn−k;
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Inoltre, per ognik-pla di numeriu1, u2, . . . , uk,

(u1 + u2 + . . .+ uk)n =
∑

q1+q2+...+qk=n

(
n

q1q2 · · · qk

)
uq1

1 u
q2
2 · · ·uqk

k ,

dove l’ultima sommatoria si intende estesa a tutte lek-ple q1, q2, . . . , qk ∈ IN tali cheq1 +
q2 + . . .+ qk = n.

Dati due interik, n tali che 0 ≤ k ≤ n, chiamiamocombinazione semplicedi classek, o k-
combinazione, din oggetti distinti un sottoinsieme dik elementi scelti fra glin fissati. Qui assumiamo
la convenzione che ogni elemento possa essere scelto al più una volta.

È bene osservare che una combinazioneè un insieme di oggetti e non un allineamento; quindi l’or-
dine con il quale gli elementi vengono estratti dall’insieme prefissato non ha importanza e due com-
binazioni risultano distinte solo quando differiscono almeno per un oggetto contenuto. Per esempio le
combinazioni di classe3 dell’insieme{a, b, c, d} sono date da

{a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}.

Proposizione 2.3Per ogni coppia di interin, k ∈ IN tali che0 ≤ k ≤ n, il numero di combinazioni
semplici di classek di un insieme din elementìe dato dal coefficiente binomiale(

n

k

)
=

n!
k!(n− k!)

.

Dimostrazione. È sufficiente dimostrare che i sottoinsiemi di{1, 2, . . . , n} contenentik elementi sono(n
k

)
. A tal riguardo osserva che ogni sottoinsiemeA di {1, 2, . . . , n} è individuato dalla sua funzione

caratteristica:

χA(x) =

{
1 se x ∈ A
0 se x 6∈ A

Tale funzione caratteristicàe rappresentata da unan-disposizione dell’insieme{0, 1} contenentek ripe-
tizioni di 1 en − k di 0. Per la proposizione precedente il numero di tali disposizioniè n!

k!(n−k)! =
(n
k

)
.

Dati due interi positivin, k, consideriamo un insiemeS di n oggetti distinti; chiamiamocombi-
nazione con ripetizionedi classek un insieme dik elementi scelti inS con la convenzione che ogni
elemento possa essere scelto più di una volta. Nota che anche in questo caso non teniamo conto dell’or-
dine con il quale gli oggetti vengono scelti. Inoltre, poiché ogni elemento pùo essere scelto più volte,
si pùo verificarek > n. Per esempio, se consideriamo l’insiemeS = {a, b}, le combinazioni con
ripetizione di classe3 sono date da:

{a, a, a}, {a, a, b}, {a, b, b}, {b, b, b}

Proposizione 2.4Il numero di combinazioni con ripetizione di classek estratte da un insieme din
elementìe dato dal coefficiente binomiale(

n+ k − 1
k

)
.
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Dimostrazione. Dato un insieme din elementi, sianos1, s2, . . . , sn i suoi oggetti allineati secondo un
ordine qualsiasi. SiaC una combinazione con ripetizione di classek di tale insieme. Essa può essere
rappresentata da una stringa di simboli ottenuta nel modo seguente a partire dalla sequenzas1s2 · · · sn:

- per ognii = 1, 2, . . . , n, affianca asi tanti simboli∗ quanti sono gli elementisi che compaiono
nella combinazione considerata;

- togli dalla sequenza ottenuta il primo simbolos1 e tutti gli indici dai simboli rimanenti.
In questo modo abbiamo costruito una disposizione di dimensionen + k − 1 nella quale compaionok
occorrenze di∗ en− 1 occorrenze dis. Per esempio sen = 5, k = 7 eC = {s1, s1, s2, s5, s5, s4, s5},
la stringa ottenutàe ∗ ∗ s ∗ ss ∗ s ∗ ∗∗.
Viceversa,è facile verificare che ogni parola di questo tipo corrisponde a una combinazione con ripe-
tizione din oggetti di classek. Esiste quindi una corrispondenza biunivoca tra questi due insiemi di
strutture combinatorie. Poiché

(n+k−1
k

)
è il numero di disposizioni di dimensionen+k− 1 contenentik

occorrenze di un dato elemento en− 1 di un altro diverso dal precedente, la proposizioneè dimostrata.

Esercizi

1) Dimostrare che per ognin ∈ IN vale l’uguaglianza
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n

2) Consideriamo un’urna contenenteN palline di cuiH bianche e le altre nere (H ≤ N ). Supponiamo di
eseguiren estrazioni con sostituzione (ovvero, ad ogni estrazione la palline scelta viene reinserita nell’urna).
Qualè la probabilit̀a di estrarre esattamentek palline bianche?

3) Consideriamo un mazzo di carte tradizionale formato da 13 carte per ognuno dei quattro semi. Scegliamo
nel mazzo 10 carte a caso (estrazione senza sostituzione). Qualè la probabilit̀a che tra le carte scelte ve ne siano
5 di cuori?

2.3 Espressioni asintotiche

Come abbiamo visto nel capitolo precedente, l’analisi asintotica di un algoritmo può essere ridotta alla
valutazione del comportamento asintotico di una sequenza di interi{T (n)} dove, per ognin ∈ IN, T (n)
rappresenta la quantità di una certa risorsa consumata su un input di dimensionen (nel caso peggiore o
in quello medio).

Lo studio del comportamento asintotico può essere fortemente agevolato introducendo alcune re-
lazioni tra sequenze numeriche che sono divenute di uso corrente in questo ambito.

Sianof eg due funzioni definite suIN a valori inIR+.

1. Diciamo chef(n) è “o grande” dig(n), in simboli

f(n) = O(g(n)),

se esistonoc > 0, n0 ∈ IN tali che, per ognin > n0, f(n) ≤ c · g(n); si dice anche chef(n) ha
ordine di grandezza minore o uguale a quello dig(n).

Per esempio, applicando la definizione e le tradizionali proprietà dei limiti, si verificano facilmente
le seguenti relazioni:

5n2 + n = O(n2), 3n4 = O(n5), n log n = O(n2),

logkn = O(n) e nk = O(en) per ognik ∈ IN.
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2. Diciamo chef(n) è “omega grande” dig(n), in simboli

f(n) = Ω(g(n)),

se esistonoc > 0, n0 ∈ IN tali che, per ognin > n0, f(n) ≥ c · g(n); si dice anche chef(n) ha
ordine di grandezza maggiore o uguale a quello dig(n).

Per esempio, si verificano facilmente le seguenti relazioni:

10n2 log n = Ω(n2), n1/k = Ω(log n) e en
1/k

= Ω(n) per ogni interok > 0.

3. Diciamo infine chef(n) eg(n) hanno lo stesso ordine di grandezza, e poniamo

f(n) = Θ(g(n)),

se esistono due costantic, d > 0 e un interon0 ∈ IN tali che, per ognin > n0,

c · g(n) ≤ f(n) ≤ d · g(n).

Per esempio,̀e facile verificare le seguenti relazioni:

5n2 + n = Θ(n2), 100n log2 n = Θ(n log2 n), en+50 = Θ(en), log(1 +
2
n

) = Θ(
1
n

),

blog nc = Θ(log n), dn2e = Θ(n2), n(2 + sinn) = Θ(n),
√
n+ 5 = Θ(

√
n).

Dalle definizioni si deducono subito le seguenti proprietà:

• f(n) = O(g(n)) se e solo seg(n) = Ω(f(n));

• f(n) = Θ(g(n)) se e solo sef(n) = O(g(n)) ef(n) = Ω(g(n)).

Inoltre, f è definitivamente minore o uguale a una costantep ∈ IR+ se e solo sef(n) = O(1).
Analogamente,f è definitivamente maggiore o uguale a una costantep ∈ IR+ se e solo sef(n) = Ω(1).

Ovviamente le relazioniO e Ω godono della proprietà riflessiva e transitiva, ma non di quella
simmetrica.

InveceΘ gode delle proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva e quindi definisce una relazione di
equivalenza sull’insieme delle funzioni che abbiamo considerato. Questo significa cheΘ ripartisce tale
insieme in classi di equivalenza, ciascuna delle qualiè costituita da tutte e sole le funzioni che hanno lo
stesso ordine di grandezza.

È possibile inoltre definire una modesta aritmetica per le notazioni sopra introdotte:

• sef(n) = O(g(n)) allorac · f(n) = O(g(n)) per ognic > 0;

• sef1(n) = O(g1(n)) ef2(n) = O(g2(n)) allora

f1(n) + f2(n) = O(g1(n) + g2(n)),
f1(n) · f2(n) = O(g1(n) · g2(n)),

mentre non valef1(n)− f2(n) = O(g1(n)− g2(n)).
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Le stesse proprietà valgono perΩ eΘ.

Si possono introdurre ulteriori relazioni basate sulla nozione di limite. Consideriamo due funzionif
eg definite come sopra e supponiamo cheg(n) sia maggiore di0 definitivamente.

4) Diciamo chef(n) è asintotica ag(n), in simbolif(n) ∼ g(n), se

lim
n→+∞

f(n)
g(n)

= 1.

Per esempio:

3n2 +
√
n ∼ 3n2, 2n log n− 4n ∼ 2n log n, log(1 +

3
n

) ∼ 3
n
.

5) Diciamo chef(n) è “o piccolo” dig(n), in simbolif(n) = o(g(n)), se

lim
n→+∞

f(n)
g(n)

= 0;

diremo anche chef(n) ha un ordine di grandezza inferiore a quello dig(n). Per esempio:

10n log n = o(n2), d n2

log n
e = o(n2), logk n = o(nε) per ogni k, ε > 0.

Le seguenti proprietà si deducono facilmente dalle definizioni:

• f(n) ∼ g(n) se e solo se|f(n)− g(n)| = o(g(n));

• f(n) ∼ g(n) implicaf(n) = Θ(g(n)), ma il viceversa noǹe vero;

• f(n) = o(g(n)) implicaf(n) = O(g(n)), ma il viceversa noǹe vero.

Inoltre osserviamo che anche∼ definisce una relazione di equivalenza sull’insieme delle funzioni con-
siderate; questa suddivide l’insieme in classi ciascuna delle quali contiene esattemente tutte le funzioni
asintotiche a una funzione data.

Come ultimo esempio ricordiamo la nota formula di Stirling che fornisce l’espressione asintotica del
fattoriale di un intero naturale:

n! =
√

2π nn+ 1
2 e−n

(
1 +O(

1
n

)
)

e quindi

log n! = n log n− n+
1
2

log n+ log
√

2π +O(
1
n

).

Esercizi

1) Mostrare mediante controesempi che le relazioniO eΩ non sono simmetriche.
2) Determinare due funzionif(n) eg(n) tali chef(n) = Θ(g(n)) e il limite limn→+∞

f(n)
g(n)

non esiste.

3) Mostrare che, sef(n) ∼ c · g(n) per qualchec > 0, alloraf(n) = Θ(g(n)).
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2.4 Stima di somme

Data una funzionef : IN → IR+, l’espressione
∑n

k=0 f(k) rappresenta la somma
n∑

k=0

f(k) = f(0) + f(1) + · · ·+ f(n).

Essa definisce chiaramente una nuova funzioneS : IN → IR+ che associa a ognin ∈ IN il valore
S(n) =

∑n
k=0 f(k).

L’analisi di semplici algoritmi richiede spesso la valutazione di somme di questo tipo; ad esempio,
una stima del tempo di calcolo richiesto dall’istruzione

for i = 0 to n do C

per un comandoC qualsiasi (che non modifica il valore din), è data da
n∑

k=0

c(k)

dovec(k) è il tempo di calcolo richiesto per l’esecuzione diC quando la variabilei assume il valorek.

Osserviamo subito che l’ordine di grandezza di una somma può essere dedotto dall’ordine di grandez-
za dei suoi addendi.

Proposizione 2.5Sianof e g due funzioni definite suIN a valori in {x ∈ IR | x > 0} e sianoF
e G le loro funzioni somma, ciòe F (n) =

∑n
i=0 f(i) e G(n) =

∑n
i=0 g(i) per ognin ∈ IN. Allora

f(n) = Θ(g(n)) implicaF (n) = Θ(G(n)).

Dimostrazione. La propriet̀a è una conseguenza della definizione diΘ. Per l’ipotesi, esistono due
costanti positivec, d e un interok > 0 tali chec · g(i) ≤ f(i) ≤ d · g(i) per ognii > k. Definiamo
A =

∑k
i=0 f(i) eB =

∑k
i=0 g(i); nota cheA eB sono maggiori di0. Mostriamo ora che esiste una

costanteD > 0 tale cheF (n) ≤ D ·G(n) per ognin > k. Infatti, per talin abbiamo

F (n) = A+
n∑

i=k+1

f(i) ≤ A+ d
n∑

i=k+1

g(i) =
A ·B
B

+ d
n∑

i=k+1

g(i)

Definendo ora la costanteD = max{A/B, d} otteniamo

F (n) ≤ D ·B +D
n∑

i=k+1

g(i) = D ·G(n)

Ragionando in maniera analoga possiamo determinare una costanteC > 0 tale cheF (n) ≥ C · G(n)
per ognin > k; infatti per talin vale l’uguaglianza

F (n) ≥ A+ c
n∑

i=k+1

g(i) =
A ·B
B

+ c
n∑

i=k+1

g(i)

e scegliendoC = min{A/B, c} otteniamo

F (n) ≥ C ·B + C
n∑

i=k+1

g(i) = C ·G(n)

Abbiamo quindi provato che per due costanti positiveC,D e per ognin > k

C ·G(n) ≤ F (n) ≤ D ·G(n)

e quindiF (n) = Θ(G(n)).
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Esempio 2.2
Vogliamo valutare l’ordine di grandezza della somma

n∑
k=1

k log
(
1 +

3

k

)
.

Poich́ek log
(
1 + 3

k

)
= Θ(1), applicando la proposizione precedente otteniamo

n∑
k=1

k log
(
1 +

3

k

)
= Θ(

n∑
k=1

1) = Θ(n).

2.4.1 Serie geometrica

Alcune sommatorie ricorrono con particolare frequenza nell’analisi di algoritmi; in molti casi il loro
valore pùo essere calcolato direttamente. Una delle espressioni più comuniè proprio la somma parziale
della nota serie geometrica che qui consideriamo nel campo dei numeri reali. Osserva che la proprietà
seguente vale per un campo qualsiasi.

Proposizione 2.6Per ogni numero realeρ

n∑
k=0

ρk =

{
n+ 1 se ρ = 1
ρn+1−1

ρ−1 se ρ 6= 1

Dimostrazione. Seρ = 1 la propriet̀a è ovvia. Altrimenti, basta osservare che per ognin ∈ IN,

(ρ− 1)(ρn + ρn−1 + · · ·+ ρ+ 1) = ρn+1 − 1.

La proposizione implica che la serie geometrica
∑+∞

k=0 ρ
k è convergente se e solo se−1 < ρ < 1;

essa consente inoltre di derivare il valore esatto di altre somme di uso frequente.

Esempio 2.3
Supponiamo di voler valutare la sommatoria

n∑
k=0

k2k.

Consideriamo allora la funzione

tn(x) =

n∑
k=0

xk

e osserviamo che la sua derivataè data da

t′n(x) =

n∑
k=0

kxk−1.

Questo significa che

2t′n(2) =

n∑
k=0

k2k

e quindi il nostro problema si riduce a valutare la derivata ditn(x) in 2. Poich́e tn(x) = xn+1−1
x−1

per ognix 6= 1, otteniamo

t′n(x) =
(n + 1)xn(x− 1)− xn+1 + 1

(x− 1)2
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e di conseguenza
n∑

k=0

k2k = (n− 1)2n+1 + 2.

Esercizi

1) Determinare, pern → +∞, l’espressione asintotica di

n∑
k=0

kxk

per ognix > 1.
2) Determinare il valore esatto della sommatoria:

n∑
k=0

k23k.

2.4.2 Somme di potenze di interi

Un’altra somma che occorre frequentementeè data da

n∑
k=0

ki

dovei ∈ IN. Nel casoi = 1 si ottiene facilmente l’espressione esplicita della somma.

Proposizione 2.7Per ognin ∈ IN
n∑

k=0

k =
n(n+ 1)

2

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sun. Sen = 0 la propriet̀a è banalmente verificata.
Supponiamola vera pern ∈ IN fissato; allora otteniamo

n+1∑
k=0

k = n+ 1 +
n∑

k=0

k = n+ 1 +
n(n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)
2

L’uguaglianzàe quindi vera anche pern+ 1 e la proposizione risulta pertanto dimostrata.

Esempio 2.4 Somme di quadrati
Possiamo ottenere un risultato analogo per la somma dei primin quadrati, ciòe

∑n

k=0
k2. A tale scopo presentiamo una

dimostrazione basata sul metodo di “perturbazione” della somma che consente di ricavare l’espressione esatta di
∑n

k=0
ki per

ogni interoi > 1.
Definiamog(n) =

∑n

k=0
k3. È chiaro cheg(n + 1) può essere espresso nelle due forme seguenti:

g(n + 1) =

n∑
k=0

k3 + (n + 1)3

g(n + 1) =

n∑
k=0

(k + 1)3 =

n∑
k=0

(k3 + 3k2 + 3k + 1).
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Uguagliando la parte destra delle due relazioni si ottiene

n∑
k=0

k3 + (n + 1)3 =

n∑
k=0

k3 + 3

n∑
k=0

k2 + 3

n∑
k=0

k + n + 1.

Possiamo ora semplificare e applicare la proposizione precedente ottenendo

3

n∑
k=0

k2 = (n + 1)3 − 3
n(n + 1)

2
− n− 1

da cui, svolgendo semplici calcoli, si ricava

n∑
k=0

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

Questa uguaglianza consente di ottenere la seguente espressione asintotica

n∑
k=0

k2 =
n3

3
+ Θ(n2).

Esercizi

1) Applicando lo stesso metodo usato nella dimostrazione precedente, provare che, per ognii ∈ IN,

n∑
k=0

ki =
ni+1

i + 1
+ Θ(ni).

2) Per ognii, n ∈ IN, siagi(n) =
∑n

k=0
ki. Esprimere il valore esatto digi(n) come funzione dii, n e di

tutti i gj(n) tali che0 ≤ j ≤ i− 1. Dedurre quindi una procedura generale per calcolaregi(n) su inputi en.

2.4.3 Stima mediante integrali

Nelle sezioni precedenti abbiamo presentato alcune tecniche per ottenere il valore esatto delle somme
più comuni. Descriviamo ora un semplice metodo, più generale dei precedenti, che in molti casi per-
mette di ottenere una buona stima asintotica di una somma senza cacolarne il valore esatto. Si tratta
sostanzialmente di approssimare la sommatoria mediante un integrale definito.

Proposizione 2.8Siaf : IR+ → IR+ una funzione monotona non decrescente. Allora, per ognia ∈ IN
e ogni interon ≥ a, abbiamo

f(a) +
∫ n

a
f(x)dx ≤

n∑
k=a

f(k) ≤
∫ n

a
f(x)dx+ f(n)

Dimostrazione. Sen = a la propriet̀a è banale. Supponiamo alloran > a. Osserviamo che la funzione
è integrabile in ogni intervallo chiuso e limitato diIR+ e inoltre, per ognik ∈ IN,

f(k) ≤
∫ k+1

k
f(x)dx ≤ f(k + 1).

Sommando perk = a, a+ 1, . . . , n− 1, otteniamo dalla prima disuguaglianza

n−1∑
k=a

f(k) ≤
n−1∑
k=a

∫ k+1

k
f(x)dx =

∫ n

a
f(x)dx,
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mentre dalla seconda ∫ n

a
f(x)dx =

n−1∑
k=a

∫ k+1

k
f(x)dx ≤

n−1∑
k=a

f(k + 1).

Aggiungendo oraf(a) ef(n) alle due somme precedenti si ottiene l’enunciato.

-
x

6f(x)

�
�
�
�
�
�
�
��
��

��
���

a a+ 1 · · · n n+ 1

È di particolare utilit̀a la seguente semplice conseguenza:

Corollario 2.9 Assumendo le stesse ipotesi della proposizione precedente, sef(n) = o(
∫ n
a f(x)dx),

allora
n∑

k=a

f(k) ∼
∫ n

a
f(x)dx.

Esempio 2.5
Applicando il metodo appena illustratoè facile verificare che, per ogni numero realep > 0,

n∑
k=1

kp ∼
∫ n

0

xpdx =
np+1

p + 1
.

In maniera del tutto analoga si dimostra un risultato equivalente per le funzioni monotone non
crescenti.

Proposizione 2.10Siaf : IR+ → IR+ una funzione monotona non crescente. Allora, per ognia ∈ IN e
ogni interon ≥ a, abbiamo∫ n

a
f(x)dx+ f(n) ≤

n∑
k=a

f(k) ≤ f(a) +
∫ n

a
f(x)dx

Esempio 2.6
Consideriamo la sommatoriaHn =

∑n

k=1
1
k

e applichiamo la proposizione precedente; si ricava

loge n +
1

n
≤ Hn ≤ loge n + 1

e quindiHn ∼ loge n.
I valori Hn, pern > 0, sono chiamati “numeri armonici” e la loro valutazione compare nell’analisi di classici algoritmi.

Ricordiamo che usando metodi più complicati si pùo ottenere la seguente espressione

Hn = loge n + γ +
1

2n
+ o(

1

n
)

doveγ = 0, 57721.. è una costante nota chiamata “costante di Eulero”.



2.4. STIMA DI SOMME 25

Concludiamo osservando che la tecnica appena presentata non permette in generale di ottenere ap-
prossimazioni asintotiche per funzioni a crescita esponenziale. Per esempio, consideriamo la sommatoria
valutata nell’Esempio 2.3. La crescita della funzionex2x è esponenziale e il metodo di approssimazione
mediante integrali non consente di ottenere l’espressione asintotica della somma. Infatti, integrando per
parti si verifica facilmente che∫ n

0
x2xdx =

2n(n log 2− 1) + 1
log2 2

= Θ(n2n),

quindi applicando la proposizione precedente riusciamo solo a determinare l’ordine di grandezza dell’e-
spressione considerata

n∑
k=0

k2k = Θ(n2n).

Esercizio

Determinare l’espressione asintotica delle seguenti sommatorie al crescere din a+∞:

n∑
k=0

k3/2,

n∑
k=1

log2 k,

n∑
k=1

k log2 k.
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Capitolo 3

Modelli di calcolo

Obiettivo di questo corsòe lo studio di algoritmi eseguibili su macchine: il significato di un algorit-
mo (detto anche semantica operazionale) e la valutazione del suo costo computazionale non possono
prescindere da una descrizione (implicita o esplicita) del modello su cui l’algoritmo viene eseguito.

Il modello RAM che presentiamo in questo capitoloè uno strumento classico, ampiamente discusso
in vari testi (vedi [1, 12, 15]) e generalmente accettato (spesso sottointeso) quale modello di base per
l’analisi delle procedure sequenziali. L’analisi degli algoritmi che presenteremo nei capitoli successivi
sar̀a sempre riferita a questo modello a meno di esplicito avvertimento.

Il modello qui presentatòe caratterizzato da una memoria ad accesso casuale formata da celle che
possono contenere un intero qualsiasi; le istruzioni sono quelle di un elementare linguaggio macchina che
consente di eseguire istruzioni di input e output, svolgere operazioni aritmetiche, accedere e modificare
il contenuto della memoria, eseguire semplici comandi di salto condizionato.

La richiesta che ogni registro possa contenere un intero arbitrarioè ovviamente irrealistica. Per
quanto riguarda l’analisi di complessità è per̀o possibile ovviare a tale inconveniente introducendo un
criterio di costo logaritmico nel quale il tempo e lo spazio richiesti dalle varie istruzioni dipendono dalle
dimensioni degli operandi coinvolti.

La semplicit̀a e trasparenza del modello consentono di comprendere rapidamente come procedure
scritte mediante linguaggi ad alto livello possono essere implementati ed eseguiti su macchina RAM.
Questo permette di valutare direttamente il tempo e lo spazio richiesti dall’esecuzione di procedure scritte
ad alto livello senza farne una esplicita traduzione in linguaggio RAM.

Fra i limiti del modello segnaliamo che nonè presente una gerarchia di memoria (memoria tampone,
memoria di massa) e le istruzioni sono eseguite una alla volta da un unico processore. Questo modello
si presta quindi all’analisi solo di algoritmi sequenziali processati in memoria centrale.

3.1 Macchina ad accesso casuale (RAM)

Il modello di calcolo che descriviamo in questa sezione si chiama “Macchina ad accesso casuale” (detto
anche RAM, acronimo di Random Access Machine) edè costituito da un nastro di ingresso, un nastro
di uscita, un programma rappresentato da una sequenza finita di istruzioni, un contatorelc che indica
l’istruzione corrente da eseguire, e una memoria formata da infiniti registriR0, R1, . . . , Rk, . . .. In questo
modello si assumono inoltre le seguenti ipotesi:

1. Ciascuno dei due nastriè rappresentato da infinite celle, numerate a partire dalla prima, ognuna
delle quali pùo contenere un numero intero. Il nastro di ingressoè dotato di una testina di sola

27
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lettura mentre quello di uscita dispone di una testina di sola scrittura. Le due testine si muovono
sempre verso destra e all’inizio del calcolo sono posizionate sulla prima cella. Inizialmente tutte
le celle del nastro di uscita sono vuote mentre il nastro di ingresso contiene l’input della macchina;
questoè formato da un vettore din interi x1, x2, . . . , xn, disposti ordinatamente nelle primen
celle del nastro.

2. Il programmàe fissato e non pùo essere modificato durante l’esecuzione. Ciascuna istruzioneè
etichettata e il registrolc (location counter) contiene l’etichetta dell’istruzione da eseguire. Le
istruzioni sono molto semplici e ricordano quelle di un linguaggio assembler: si possono eseguire
operazioni di lettura e scrittura sui due nastri, caricamento dei dati in memoria e salto condizionato,
oltre alle tradizionali operazioni aritmetiche sugli interi.

3. Ogni registroRk, k ∈ IN, può contenere un arbitrario intero relativo (il modelloè realistico solo
quando gli interi usati nel calcolo hanno dimensione inferiore a quella della parola). L’indirizzo del
registroRk è l’intero k. Il registroR0 è chiamato accumulatore edè l’unico sul quale si possono
svolgere operazioni aritmetiche.

Il modello è rappresentato graficamente dalla seguente figura:

· · · · · ·

lc

-

Programma

· · · · · ·

?

6

R0
R1
R2

···
Rk ···

3.1.1 Linguaggio di programmazione della macchina RAM

Il programmadi una macchina RAM̀e una sequenza finita di istruzioni

P = ist1; ist2; . . . ; istm

ciascuna delle qualìe una coppia formata da uncodice di operazionee da unindirizzo. Un indirizzo
a sua volta pùo essere unoperandooppure unaetichetta. Nella tabella seguente elenchiamo i 13 cod-
ici di operazione previsti nel nostro modello e specifichiamo per ciascuno di questi il tipo di indirizzo
corrispondente.
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Codice di operazione Indirizzo
LOAD operando

STORE
ADD
SUB

MULT
DIV

READ
WRITE
JUMP etichetta
JGTZ

JZERO
JBLANK

HALT

Come definiremo meglio in seguito, le prime due istruzioniLOADeSTOREservono per spostare i dati fra
i registri della memoria; le istruzioniADD, SUB, MULTe DIV eseguono invece operazioni aritmetiche;
vi sono poi due istruzioni di lettura e scrittura (READe WRITE) e quattro di salto condizionato (JUMP,
JGTZ, JZEROe JBLANK); infine l’istruzioneHALT, che non possiede indirizzo, serve per arrestare la
computazione.

Le etichette sono associate solo a comandi di salto e servono per indicare le istruzioni del programma
cui passare eventualmente il controllo; quindi ogni istruzione può anche essere dotata di etichetta iniziale
(solitamente un numero intero).

Un operando invece può assumere tre forme diverse:

= i indica l’interoi ∈ ZZ,
i indica il contenuto del registroRi e in questo casoi ∈ IN,
∗i indica il contenuto del registroRj dovej é il contenuto del registroRi

(e qui entrambii, j appartengono aIN).

Osserva che∗i rappresenta l’usuale modalità di indirizzamento indiretto.
Il valore di un operando dipende dal contenuto dei registri. Chiamiamo quindistatodella macchina

la legge che associa ad ogni registro il proprio contenuto e alle testine di lettura/scrittura le loro posizioni
sul nastro. Formalmente uno statoè una funzione

S : {r, w, lc, 0, 1, . . . , k, . . .} → ZZ,

che interpretiamo nel modo seguente:
S(r) indica (eventualmente) la posizione della testina sul nastro di ingresso, nel senso che se

S(r) = j e j > 0 allora la testina legge laj-esima cella del nastro;
S(w) indica in modo analogo la posizione della testina sul nastro di uscita;
S(lc) è il contenuto del registrolc;
S(k) è il contenuto del registroRk per ognik ∈ IN.

Uno stato particolarèe lo statoinizialeS0, nel qualeS0(r) = S0(w) = S0(lc) = 1 eS0(k) = 0 per
ognik ∈ IN. Nello stato iniziale quindi tutti i registri della memoria sono azzerati, le testine di lettura e
scrittura sono posizionate sulla prima cella e il contatorelc indica la prima istruzione del programma.
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Il valore di un operandoop in uno statoS, denotato daVS(op), è cos̀ı definito:

VS(op) =


i if op è= i, dovei ∈ ZZ
S(i) if op è i, dovei ∈ IN
S(S(i)) if op è∗i, dovei ∈ IN eS(i) ≥ 0
⊥ altrimenti

Possiamo allora descrivere l’esecuzione di un programma P su un inputx1, x2, . . . , xn, dovexi ∈ ZZ
per ognii, nel modo seguente:

1. Configura la macchina nello stato iniziale e inserisci i dati di ingresso nel nastro di lettura, collo-
cando ciascun interoxi nellai-esima cella, per ognii = 1, 2, . . . , n, e inserendo nellan+1-esima
un simbolo speciale[ che chiamiamo blank.

2. Finché il contatorelc non indica l’istruzioneHALTesegui

(a) Individua l’istruzione da eseguire mediante il contenuto dilc.

(b) Esegui l’istruzione cambiando lo stato secondo le regole elencate nella tabella seguente.

Le regole di cambiamento di stato sono elencate con ovvio significato nella seguente tabella nella
qualeS indica lo stato corrente, e:= denota l’assegnamento di nuovi valori alla funzioneS. Si suppone
inoltre che il contatorelc venga incrementato di1 nell’esecuzione di tutte le istruzioni salvo quelle di
saltoJUMP, JGTZ, JZERO, JBLANK .

Istruzione Significato
LOAD a S(0) := VS(a)
STORE i S(i) := S(0)
STORE ∗i S(S(i)) := S(0)
ADD a S(0) := S(0) + VS(a)
SUB a S(0) := S(0)− VS(a)
MULT a S(0) := S(0) ∗ VS(a)
DIV a S(0) := S(0)÷ VS(a)
READ i S(i) := xS(r) eS(r) := S(r) + 1
READ ∗i S(S(i)) := xS(r) eS(r) := S(r) + 1
WRITE a StampaVS(a) nella cellaS(w) del nastro

di scrittura e poniS(w) := S(w) + 1
JUMP b S(lc) := b
JGTZ b seS(0) > 0 alloraS(lc) := b

altrimentiS(lc) := S(lc) + 1
JZERO b seS(0) = 0 alloraS(lc) := b

altrimentiS(lc) := S(lc) + 1
JBLANK b se la cellaS(r) contiene[ alloraS(lc) := b

altrimentiS(lc) := S(lc) + 1
HALT arresta la computazione

Per semplicit̀a supponiamo che una istruzione non venga eseguita se i parametri sono mal definiti (ad
esempio quandoS(lc) ≤ 0, oppureVS(a) = ⊥). In questo caso la macchina si arresta nello stato
corrente.
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Possiamo cosı̀ considerare la computazione di un programmaP su un dato input come una sequenza
(finita o infinita) di stati

S0, S1, . . . , Si, . . .

nella qualeS0 è lo stato iniziale e, per ognii, Si+1 si ottiene eseguendo nello statoSi l’istruzione di
indiceSi(lc) del programmaP (ammettendo l’ingresso dato). Se la sequenzaè finita eSm è l’ultimo
suo elemento, alloraSm(lc) indica l’istruzioneHALToppure un’istruzione che non può essere eseguita.
Se invece la sequenzaè infinita diciamo che il programmaP sull’input dato non si ferma, o anche che la
computazione non si arresta.

A questo punto possiamo definire la semantica del linguaggio RAM associando ad ogni programma
P la funzione parzialeFP calcolatadaP . Formalmente tale funzionèe della forma

FP :
+∞⋃
n=0

ZZn →
+∞⋃
n=0

ZZn ∪ {⊥}

dove denotiamo conZZn, n > 0, l’insieme dei vettori di interi an componenti, conZZ0 l’insieme
contenente il vettore vuoto e con⊥ il simbolo di indefinito. Per ognin ∈ IN e ognix ∈ ZZn, se il
programmaP su inputx si arresta, alloraFP (x) è il vettore di interi che si trova stampato sul nastro di
uscita al temine della computazione; viceversa, se la computazione non si arresta, alloraFP (x) = ⊥.

Esempio 3.1
Il seguente programma RAM riceve in inputn interi, n ∈ IN qualsiasi, e calcola il massimo tra questi valori; la procedura
confronta ciascun intero con il contenuto del registroR2 nel quale viene mantenuto il massimo dei valori precedenti.

READ 1
2 JBLANK 10

LOAD 1
READ 2
SUB 2
JGTZ 2
LOAD 2
STORE 1
JUMP 2

10 WRITE 1
HALT

Esercizi

1) Definire un programma RAM per il calcolo della somma din interi.
2) Definire un programma RAM per memorizzare una sequenza din interi nei registriR1, R2, . . . , Rn,

assumendon ≥ 1 variabile.

3.1.2 Complessit̀a computazionale di programmi RAM

In questa sezione vogliamo definire la quantità di tempo e di spazio consumate dall’esecuzione di un
programma RAM su un dato input. Vi sono essenzialmente due criteri usati per determinare tali quantità.
Il primo è il criterio di costo uniformesecondo il quale l’esecuzione di ogni istruzione del programma
richiede una unit̀a di tempo indipendentemente dalla grandezza degli operandi. Analogamente, lo spazio
richiesto per l’utilizzo di un registro della memoriaè di una unit̀a, indipendentemente dalla dimensione
dell’intero contenuto.
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Definizione 3.1 Un programma RAMP su inputx richiede tempo di calcolot e spazio di memorias,
secondo il criterio uniforme, se la computazione diP sux eseguet istruzioni e utilizzas registri della
macchina RAM, con la convenzione chet = +∞ se la computazione non termina es = +∞ se si
utilizza un numero illimitato di registri.

Nel seguito denotiamo conTP (x) e conSP (x) rispettivamente il tempo di calcolo e lo spazio di memoria
richiesti dal programmaP su inputx secondo il criterio di costo uniforme.

Esempio 3.2
Consideriamo il programmaP per il calcolo del massimo tran interi, definito nell’esempio 3.1.̀E facile verificare che, per
ogni inputx di dimensione non nulla,SP (x) = 3. Se invecex forma una sequenza strettamente decrescente din interi, allora
TP (x) = 5(n− 1) + 4.

Osserviamo che se un programma RAMP non utilizza l’indirizzamento indiretto (ciòe non contiene
istruzioni con operandi della forma∗k) allora, per ogni inputx, SP (x) è minore o uguale a una costante
prefissata, dipendente solo dal programma.

Poich́e i registri nel nostro modello possono contenere interi arbitrariamente grandi, la precedente
misura spesso risulta poco significativa rispetto a modelli di calcolo reali.È evidente che se le di-
mensioni degli interi contenuti nei registri diventano molto grandi rispetto alle dimensioni dell’ingresso,
risulta arbitrario considerare costante il costo di ciascuna istruzione. Per questo motivo il criterio di costo
uniformeè considerato un metodo di valutazione realistico solo per quegli algoritmi che non incremen-
tano troppo la dimensione degli interi calcolati. Questo vale ad esempio per gli algoritmi di ordinamento
e per quelli di ricerca.

Una misura pìu realistica di valutazione del tempo e dello spazio consumati da un programma RAM
può essere ottenuta attribuendo ad ogni istruzione un costo di esecuzione che dipende dalla dimensione
dell’operando. Considereremo qui ilcriterio di costo logaritmico, cos̀ı chiamato perch̀e il tempo di
calcolo richiesto da ogni istruzione dipende dal numero di bit necessari per rappresentare gli operandi.

Per ogni interok > 0, denotiamo conl(k) la lunghezza della sua rappresentazione binaria, ovvero
l(k) = blog2 kc + 1. Estendiamo inoltre questa definizione a tutti gli interi, ponendol(0) = 1 e l(k) =
blog2 |k|c + 1 per ognik < 0. Chiameremo il valorel(k) “lunghezza” dell’interok; questa funzionèe
una buona approssimazione intera del logaritmo in base2: pern abbastanza grande,l(k) ≈ log2 k.

Definiamo allora mediante la seguente tabella il costo logaritmico di un operandoa quando la
macchina si trova in uno statoS e lo denotiamo contS(a).

Operandoa CostotS(a)
= k l(k)
k l(k) + l(S(k))
∗k l(k) + l(S(k)) + l(S(S(k)))

La seguente tabella definisce invece il costo logaritmico delle varie istruzioni RAM, quando la
macchina si trova nello statoS. Nota che il costo di ogni operazioneè dato dalla somma delle lunghezze
degli interi necessari per eseguire l’istruzione.
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Istruzione Costo
LOAD a tS(a)
STORE k l(S(0)) + l(k)
STORE ∗k l(S(0)) + l(k) + l(S(k))
ADD a l(S(0)) + tS(a)
SUB a l(S(0)) + tS(a)
MULT a l(S(0)) + tS(a)
DIV a l(S(0)) + tS(a)
READ k l(xS(r)) + l(k)
READ ∗k l(xS(r)) + l(k) + l(S(k))
WRITE a tS(a)
JUMP b 1
JGTZ b l(S(0))
JZERO b l(S(0))
JBLANK b 1
HALT 1

Per esempio, il tempo di esecuzione (con costo logaritmico) diSTORE∗k è dato dalla lunghezza dei tre
interi coinvolti nell’istruzione: il contenuto dell’accumulatore (S(0)), l’indirizzo del registro (k) e il suo
contenuto (S(k)).

Definizione 3.2 Il tempo di calcoloT l
P (x) richiesto dal programmaP su ingressox secondo il criterio

di costo logaritmicòe la somma dei costi logaritmici delle istruzioni eseguite nella computazione diP
su inputx.

È evidente che, per ogni programmaP , TP (x) ≤ T l
P (x), per ogni inputx. Per certi programmi tut-

tavia i valoriTP (x) eT l
P (x) possono differire drasticamente portando a valutazioni diverse sull’efficienza

di un algoritmo.

Esempio 3.3
Consideriamo per esempio la seguente procedura Algol-like che calcola la funzionez = 32n

, su inputn ∈ IN, per quadrati
successivi:

read x
y := 3
while x > 0 do{

y := y ∗ y
x := x− 1

write y

La correttezzàe provata osservando che dopo lak-esima esecuzione del ciclowhile la variabiley assume il valore32k

. Il
programma RAM corrispondente, che denotiamo conΨ, è definito dalla seguente procedura:

READ 1
LOAD = 3
STORE 2
LOAD 1

while JZERO endwhile
LOAD 2
MULT 2
STORE 2
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LOAD 1
SUB = 1
STORE 1
JUMP while

endwhile WRITE 2
HALT

Si verifica immediatamente che il ciclo while viene percorso n volte, e che quindi
TΨ(n) = 8n + 7.

Poich́e dopo lak-esima iterazione del ciclowhile R2 contiene l’intero32k

, il costo logaritmico diLOAD 2, MULT

2, STORE 2 sar̀a dell’ordine dil(32k

) ∼ 2k · log2 3. Di conseguenza:

T l
Ψ(n) = Θ

(
n−1∑
k=0

2k

)
= Θ(2n)

Quindi, mentreTΨ(n) = Θ(n), il valore diT l
Ψ(n) è una funzione esponenziale inn. In questo caso la misuraTΨ risulta (per

macchine sequenziali) assolutamente irrealistica.

In modo analogo possiamo definire, secondo il criterio logaritmico, la quantità di spazio di memo-
ria consumata da un certo programma su un dato input. Infatti, consideriamo la computazione di un
programmaP su un inputx; questa pùo essere vista come una sequenza di stati, quelli raggiunti dalla
macchina dopo l’esecuzione di ogni istruzione a partire dallo stato iniziale. Lo spazio occupato in un
certo stato della computazioneè la somma delle lunghezze degli interi contenuti nei registri utilizzati
dal programma in quell’istante. Lo spazio complessivo richiesto, secondo il criterio logaritmico,è quin-
di il massimo di questi valori al variare degli stati raggiunti dalla macchina durante la computazione.
Denoteremo questa quantità conSl

P (x).

Esercizi

1) SiaP il programma definito nell’esempio 3.1. Qualè nel caso peggiore il valore diTP (x) tra tutti i vettori
x di n interi?

2) Supponiamo che il programma definito nell’esempio 3.1 riceva in ingresso un vettore din interi compresi
tra1 ek. Determinare l’ordine di grandezza del suo tempo di calcolo secondo il criterio logaritmico al crescere
di n ek.

3) Scrivere un programma RAM per il calcolo della somma din interi. Assumendo il criterio di costo
uniforme, determinare l’ordine di grandezza, al crescere din, del tempo di calcolo e dello spazio di memoria
richiesti.

4) Eseguire l’esercizio precedente assumendo il criterio di costo logaritmico e supponendo che glin interi
di ingresso abbiano lunghezzan.

3.2 La macchina RASP

Le istruzioni di un programma RAM non sono memorizzate nei registri della macchina e di conseguenza
non possono essere modificate nel corso dell’esecuzione. In questa sezione presentiamo invece il mod-
ello di calcolo RASP (Random Access Stored Program) che mantiene il programma in una parte della
memoria e consente quindi di cambiare le istruzioni durante l’esecuzione.

L’insieme di istruzioni di una macchina RASPè identico a quello della macchina RAM, con l’unica
eccezione che noǹe permesso l’indirizzamento indiretto (che denotavamo mediante∗k).

Il programma di una macchina RASP viene caricato in memoria assegnando ad ogni istruzione due
registri consecutivi: il primo contiene un intero che codifica il codice di operazione dell’istruzione; il
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secondo invece conserva l’indirizzo. Inoltre il contenuto del primo registro specifica anche il tipo di
indirizzo mantenuto nel secondo, cioè rivela se l’indirizzo successivòe della forma= k oppurek; in
questo modo il secondo registro conserva solo il valorek. Per eseguire l’istruzione, il contatore di
locazione dovr̀a puntare al primo dei due registri.

Una possibile codifica delle istruzioniè data dalla seguente tabella:

Istruzione Codifica Istruzione Codifica Istruzione Codifica
LOAD ( ) 1 SUB =( ) 7 WRITE ( ) 13
LOAD =( ) 2 MULT ( ) 8 WRITE =( ) 14
STORE ( ) 3 MULT =( ) 9 JUMP ( ) 15
ADD ( ) 4 DIV ( ) 10 JGTZ ( ) 16
ADD =( ) 5 DIV =( ) 11 JZERO ( ) 17
SUB ( ) 6 READ ( ) 12 JBLANK ( ) 18

HALT 19

Esempio 3.4

Per “STORE17” il primo registro contiene3, il secondo17.
Per “ADD = 8” il primo registro contiene5, il secondo8.
Per “ADD 8” il primo registro contiene4, il secondo8.

I concetti di stato, computazione, funzione calcolata da un programma, tempo e spazio (uniforme o log-
aritmico) si definiscono come per le macchine RAM, con qualche piccola variazione: per esempio, salvo
che per le istruzioni di salto (JUMP, JGTZ, JZERO, JBLANK), il registrolc viene incrementato di
2, tenendo conto che ogni istruzione occupa due registri consecutivi.

Rimarchiamo qui che nello stato iniziale i registri non sono posti tutti a0 come avveniva nel mod-
ello RAM, dovendo il programma essere memorizzato; sottolineiamo, inoltre, che il programma può
automodificasi nel corso della propria esecuzione.

Come per le macchine RAM, dato un programma RASPΨ e un inputI, denoteremo conFΨ(I)
la funzione calcolata daΨ e conTΨ(I), T l

Ψ(I), SΨ(I), Sl
Ψ(I) rispettivamente il tempo uniforme, il

tempo logaritmico, lo spazio uniforme, lo spazio logaritmico consumato dal programmaΨ sull’ingresso
assegnato.

Affrontiamo ora il problema della simulazione di macchine RAM con macchine RASP e viceversa.
Un primo risultatòe il seguente:

Teorema 3.1 Per ogni programma RAMΦ, esiste un programma RASPΨ che calcola la stessa funzione
(cioè ,FΦ = FΨ) e tale cheTΨ(I) ≤ 6 · TΦ(I).

Dimostrazione. Detto |Φ| il numero di istruzioni del programma RAMΦ, il programma RASPΨ che
costruiremo sar̀a contenuto nei registri compresi traR2 eRr, dover = 12 · |Φ| + 1; il registroR1 sar̀a
usato dalla RASP come accumulatore temporaneo e nella simulazione il contenuto di indirizzok nella
macchina RAM (k ≥ 1) sar̀a memorizzato nell’indirizzor + k sulla macchina RASP. Il programmaΨ
sar̀a ottenuto dal programmaΦ sostituendo ogni istruzione RAM inΦ con una sequenza di istruzioni
RASP che eseguono lo stesso calcolo.

Ogni istruzione RAM che non richiede indirizzamento indirettoè sostituita facilmente dalle cor-
rispondenti istruzioni RASP (con gli indirizzi opportunamente incrementati).

Mostriamo ora che ogni istruzione RAM che richiede indirizzamento indiretto può essere sostituita
da6 istruzioni RASP; cos̀ı, il tempo di calcolo diΨ sar̀a al pìu 6 volte quello richiesto daΦ, ed il pro-
grammaΨ occuper̀a al pìu 12 · |Φ| registri, giustificando la scelta dir. Dimostriamo la proprietà solo
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perMULT∗k poich́e il ragionamento si applica facilmente alle altre istruzioni. La simulazione di MULT
∗k è data dalla seguente sequenza di istruzioni RASP, che supponiamo vadano inserite tra i registriRM

eRM+11:

Indirizzo Contenuto Significato Commento
M 3 STORE 1 Memorizza il contenuto
M+1 1 dell’accumulatore nel registroR1

M+2 1 LOAD r + k Carica nell’accumulatore il contenuto
M+3 r + k Y del registro di indirizzor + k

M+4 5 ADD = r Calcolar + Y nell’accumulatore
M+5 r

M+6 3 STOREM + 11 Memorizzar + Y nel registro di
M+7 M+11 indirizzo M+11

M+8 1 LOAD 1 Carica nell’accumulatore il
M+9 1 vecchio contenuto

M+10 8 MULT r + Y Esegui il prodotto tra il contenuto
M+11 - dell’accumulatore e quello del registror + Y

Per quanto riguarda il criterio di costo logaritmico, con la stessa tecnica e una attenta analisi dei costi
si ottiene una proprietà analoga alla precedente.

Teorema 3.2 Per ogni programma RAMΦ esistono un programma RASPΨ e una costante interaC > 0
tali che, per ogni inputI,

FΦ = FΨ e T l
Ψ(I) ≤ C · T l

Φ(I)

L’indirizzamento indiretto rende possibile la simulazione di programmi RASP con macchine RAM. Qui
presentiamo il seguente risultato senza dimostrazione:

Teorema 3.3 Per ogni programma RASPΨ, esiste un programma RAMΦ che calcola la stessa funzione
(cioèFΨ = FΦ) e due costanti positiveC1, C2 tali che

TΦ(I) ≤ C1 · TΨ(I) e T l
Φ(I) ≤ C2 · T l

Ψ(I)

per ogni inputI.

3.3 Calcolabilità e calcolabilità effettiva

Una conseguenza dei precedenti risultatiè che la classe di funzioni calcolabili con programmi RAM
coincide con la classe di funzioni calcolabile con programmi RASP. Sempre con tecniche di simulazione
si potrebbe mostrare che tale classe coincide con la classe di funzioni calcolabili da vari formalismi
(PASCAL, C, Macchine di Turing,λ-calcolo, PROLOG, ecc.); l’indipendenza dai formalismi rende
questa classe di funzioni, dettefunzioni ricorsive parziali, estremamente robusta, cosı̀ che alcuni autori
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propongono di identificare il concetto (intuitivo) di “problema risolubile per via automatica” con la classe
(tecnicamente ben definita) delle funzioni ricorsive parziali (Tesi di Church-Turing ).

Una seconda conclusioneè che la classe delle funzioni calcolabili in tempo (caso peggiore)O(f(n))
con macchine RAM coincide con la classe di funzioni calcolabili in tempo (caso peggiore)O(f(n)) con
macchine RASP.

Questo risultato non può essere esteso tuttavia agli altri formalismi prima citati. Se però chiamiamo
P la classe di problemi risolubili da macchine RAM con criterio logaritmico in un tempo limitato da un
polinomio (cìo succede se il tempo su ingressi di dimensionen èO(nk) per un opportunok), tale classe
resta invariata passando ad altri formalismi, sempre con costo logaritmico. Questa rimarchevole proprietà
di invarianza rende la classeP particolarmente interessante, cosı̀ che alcuni autori hanno proposto di
identificarla con la classe dei “problemi praticamente risolubili per via automatica” (Tesi di Church
estesa).

3.4 Un linguaggio ad alto livello: AG

Come abbiamo visto, un qualsiasi algoritmo può essere descritto da un programma per macchine RAM e
questo permette di definire il tempo e lo spazio richiesti dalla sua esecuzione. Per contro, programmi per
macchine RAM sono di difficile comprensione; risulta pertanto rilevante descrivere gli algoritmi in un
linguaggio che da un lato sia sufficientemente sintetico, cosı̀ da renderne semplice la comprensione, dal-
l’altro sia sufficientemente preciso cosı̀ che ogni programma possa essere trasparentemente tradotto in un
programma RAM. In realtà vogliamo poter scrivere programmi “comprensibili” e contemporaneamente
essere in grado di valutarne la complessità, intesa come complessità del corrispondente programma RAM
tradotto, senza farne una esplicita traduzione.

Diamo qui di seguito la descrizione informale di un linguaggio di tipo procedurale che chiamiamo
AG. Dichiarazione di tipi saranno evitate, almeno quando i tipi risultano chiari dal contesto.

Ogni programma AG fa uso divariabili; una variabilèe un identificatoreX associato a un insieme
prefissatoU di possibili valori (che intuitivamente definiscono il “tipo” della variabile). L’insiemeU può
essere costituito ad esempio da numeri, parole o strutture dati quali vettori, pile, liste ecc. (che saranno
considerate nei capitoli 4 e 9). Esso definisce l’insieme dei valori cheX può assumere durante l’ese-
cuzione di un programma. Infatti, come vedremo in seguito, il linguaggio prevede opportuni comandi di
assegnamento che consentono di attribuire a una variabile un valore dato. Cosı̀, durante l’esecuzione di
un programma, ciascuna variabile assume sempre unvalore corrente.

Sulla macchina RAM la variabileX è invece rappresentata da uno o più registri il cui contenuto, in
un certo stato, rappresenta il valore corrente diX. Modificare il valore diX significa quindi sulla RAM
cambiare il contenuto dei corrispondenti registri.

Unaespressionèe un termine che denota l’applicazione di simboli di operazioni a variabili o a valori
costanti. Per esempio, seX eY sono variabili a valori interi,(X+Y )∗2 è una espressione nella quale+
e∗ sono simboli che denotano le usuali operazioni di somma e prodotto. Nel prossimo capitolo introdur-
remo le strutture dati con le relative operazioni e sarà cos̀ı possibile definire le espressioni corrispondenti
(ad esempio,PUSH(PILA,X) è una espressione nella qualeX ePILA sono variabili, la prima a valori
su un insiemeU e la seconda sulle pile definite suU). Durante l’esecuzione di una procedura anche le
espressioni assumono un valore corrente. Il valore di una espressione in uno stato di calcoloè il risultato
dell’applicazione delle operazioni corrispondenti ai valori delle variabili.

Unacondizionèe un simbolo di predicato applicato a una o più espressioni; per esempio,X ∗Y > Z,
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A = B sono condizioni nelle quali compaiono i simboli> e = dall’ovvio significato. Il valore di una
condizione in un certo statòe “vero” se il predicato applicato ai valori delle espressioniè vero, “falso”
altrimenti. In seguito denoteremo spesso “vero” con1 e “falso” con0.

Descriviamo ora in modo sintetico e informale la sintassi e la semantica dei programmi AG fornendo
anche la valutazione dei relativi tempi di esecuzione. Cominciamo definendo i comandi del linguaggio
che sono riportati nel seguente elenco:

1. Comando diassegnamento, della forma “V := E”, doveV è una variabile edE è una espressione.
Tale comando assegna alla variabile il valore dell’espressione; il tempo di calcolo richiesto per la
sua esecuzione tempoè dato dalla la somma dei tempi necessari per valutare l’espressione e per
assegnare il nuovo valore alla variabile.

2. Comandoif then else , della forma “if P then C1 else C2”, doveP è una condizione,
C1 e C2 sono comandi. L’effettòe quello di eseguireC1 se nello stato di calcoloP è vera,
altrimenti quello di eseguireC2.
Il suo tempo di calcolòe dato dalla somma del tempo necessario per valutareP e del tempo
richiesto daC1 o daC2 a seconda seP è vera o falsa.

3. Comandocomposto, della forma “begin C1 C2 . . . Cm end ” dove C1, C2, . . . , Cm sono co-
mandi,m ≥ 1. L’effetto è quello di applicare i comandiC1, C2, . . . , Cm nell’ordine, e il tempo
richiestoè la somma dei tempi di esecuzione diC1, C2, . . . , Cm.

4. Comandofor , della forma “for i=1 to n do C”, dovei è una variabile intera eC è un comando.
Invecen è una variabile intera il cui valorèe positivo e non viene modificato daC. L’effetto è
quello di eseguireC ripetutamente pern volte, una per ciascun valore1, 2, . . . , n di i. Il tempo di
calcoloè la somma dei tempi richiesti dallen esecuzioni diC.

5. Comandowhile , della forma “while P do C”, doveP è una condizione eC un comando. Se
la condizioneP è vera, il comandoC viene eseguito; questo viene ripetuto finché la condizione
diventa falsa. Il tempo di calcolòe la somma dei tempi necessari a valutare la condizione e di
quelli di esecuzione diC nei vari cicli. Nota che la condizione viene sempre valutata una volta in
più rispetto al numero di esecuzioni diC.

6. Comandorepeat , della forma “repeat C1 C2 . . . Cm until P ”, doveP è una condizione e
C1, C2, . . . , Cm sonom comandi,m ≥ 1. La sequenza di comandiC1, C2, . . . , Cm viene eseguita
ripetutamente fino a quando la condizioneP risulta vera; la condizioneP viene verificata sempre
al termine di ogni esecuzione del ciclo. Nota che la sequenza di comandi viene eseguita almeno
una volta e cheP è una condizione di uscita dal ciclo. Il tempo di calcoloè valutato come nel caso
del comandowhile .

7. Comando “con etichetta”, della forma “e :C” dove e è una etichetta eC un comando. Permette
di rappresentare univocamente un comando specifico all’interno di un programma.

8. Comandogoto , del tipo “goto e ”, dovee è una etichetta. Il suo effettòe quello di rimandare
all’esecuzione del comando con etichettae.

Un programma nel linguaggio AG̀e semplicemente costituito da un comando. Inoltreè possibile
dichiarare sottoprogrammi, richiamandoli da un programma principale. L’uso che se ne può fare è
duplice:
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a) Il sottoprogramma serve a calcolare una funzione esplicitamente utilizzata dal programma principale.

b) Il sottoprogramma serve a modificare lo stato, cioè il contenuto delle variabili, nel programma
principale.

Nel primo caso il sottoprogrammàe descritto nella formaProcedura Nome λ · C; Nomeè un
identificatore del sottoprogramma,λ = (λ1, . . . , λm) è una sequenza di parametri dettiparametri formali
eC è un comando che contieneistruzioni di ritornodel tipo “return E”, conE espressione.

Il programma principale contiene comandi del tipoA:=Nome(B), doveA è una variabile eB =
[B1, . . . , Bm] è una lista di variabili poste in corrispondenza biunivoca coi parametri formali; esse sono
detteparametri reali. L’esecuzione del comandoA:=Nome(B) nel programma principale richiede di
inizializzare il sottoprogramma attribuendo ai parametri formali il valore dei parametri attuali (chiamata
per valore) o il loro indirizzo (chiamata per indirizzo). Il controllo viene passato al sottoprogramma:
quando viene eseguito un comando del tipo “return E”, il valore di E viene attribuito adA nel
programma principale che riprende il controllo.

Consideriamo ad esempio il sottoprogramma:

Procedura MAX (x, y)
if x > y then return x

else return y

L’esecuzione diA := MAX(V [I], V [J ]) in un programma principale in uno stato in cuiV [I] ha valore
4 eV [J ] ha valore7 attribuisce adA il valore7.

Anche nel secondo caso il sottoprogrammaè descritto nella formaProcedura Nome λ ·C, dove
Nomeè un identificatore del sottoprogramma eλ = (λ1, . . . , λm) è la sequenza di cosiddetti parametri
formali; in questo caso però il comandoC non contiene istruzioni del tipo “return E”.

La procedura pùo essere chiamata dal programma principale con uncomando di
chiamata-proceduradel tipo “Nome(B)” doveB è una lista di parametri attuali in corrispondenza biuni-
voca coi parametri formali. Anche in questo caso la procedura chiamata viene inizializzata attribuendo
ai parametri formali il valore dei parametri attuali (chiamata per valore) o il loro indirizzo (chiamata per
indirizzo).

Un esempiòe dato dalla seguente procedura:
Procedura SCAMBIA (x, y)

begin t := x; x := y; y := t end
Se le chiamate sono per indirizzo, la chiamata-procedura

SCAMBIA(A[k], A[s])
nel programma principale ha l’effetto di scambiare le componentik es nel vettoreA.

Per quanto riguarda la chiamata per valore, si osservi che eventuali modifiche del valore di un
parametro formale nel corso dell’esecuzione di un sottoprogramma non si riflette in analoghe modi-
fiche del corrispondente parametro attuale; viceversa, se la chiamataè per indirizzo, ogni modifica del
parametro formale si traduce nella modifica analoga del corrispondente parametro attuale nel programma
chiamante.

Il costo della chiamata di un sottoprogramma (chiamata per indirizzo)è il costo della esecuzione del
comando associato al sottoprogramma.

Una procedura pùo chiamare altre procedure, ed eventualmente se stessa. Discuteremo in seguito il
costo della implementazione in RAM in questo importante caso.
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Concludiamo la descrizione del linguaggio richiamando la nozione di puntatore.
Un puntatoreè una variabileX che assume come valore corrente l’indirizzo sulla macchina RAM

di un’altra variabile che nel nostro linguaggio viene denotata da∗X. La variabile∗X è anche chia-
mata variabilepuntatadaX; durante l’esecuzione di un programma essa può non essere definita e in
questo casoX assume il valore convenzionalenil (cos̀ı l’insieme dei possibili valori diX è dato dalla
espressionenil e dagli indirizzi di memoria della RAM).

Un puntatorèe quindi un oggetto definito nella sintassi del linguaggio AG il cui significatoè per̀o
strettamente legato alla macchina RAM; in particolare un puntatore può essere facilmente simulato in
un programma RAM usando semplicemente l’indirizzamento indiretto. Osserva che la variabile∗X
potrebbe rappresentare vettori, matrici o strutture dati più complesse; in questo caso, sulla macchina
RAM, X sar̀a rappresentato da un registro che contiene l’indirizzo della prima cella che rappresenta∗X.

Nel seguito useremo spesso l’usuale rappresentazione grafica di un puntatore descritta nella seguente
figura.

Xc -

∗X

nil

X

Durante l’esecuzione di un programma AG opportune istruzioni di assegnamento possono modificare
i valori di un puntatore e della relativa variabile puntata. Nella seguente tabella descriviamo il significato
dei comandi di assegnamento che coinvolgono due puntatoriX eY ; essi faranno parte a tutti gli effetti
dei possibili comandi di assegnamento del linguaggio AG.

Comando Significato
∗X := ∗Y Assegna alla variabile puntata daX il valore della variabile puntata daY
∗X := Z Assegna il valore della variabileZ alla variabile puntata daX.
Z := ∗X Assegna il valore della variabile puntata daX alla variabileZ.
X := Y Assegna il valore diY (cioè l’indirizzo di ∗Y ) aX

(dopo l’esecuzioneX eY puntano alla stessa variabile∗Y ).

Per esempio, se∗X e∗Y contengono matricin× n, il comando∗X := ∗Y trasferisce in∗X la matrice
n × n contenuta in∗Y ; ogni ragionevole implementazione su macchina RAM richiederà per questo
trasferimentoΩ(n2) passi. Viceversa, il comandoX := Y fa puntare la variabileX alla variabile∗Y
(cioè alla variabile a cui puntaY ) in O(1) passi (secondo il criterio uniforme); naturalmente in questo
caso sar̀a memorizzata una sola matrice nell’indirizzo comune contenuto inX e inY .

Esercizi

1) Usando il linguaggio AG, descrivere un algoritmo per calcolare il prodotto din interi (con n ∈ IN
qualsiasi), e uno per determinare il loro valore massimo e quello minimo.

2) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare l’ordine di grandezza del tempo di calcolo e dello
spazio di memoria richiesto dagli algoritmi considerati nell’esercizio precedente.

3) Eseguire l’esercizio precedente assumendo il criterio di costo logaritmico e supponendo che glin interi
di ingresso abbiano al più n bit.



Capitolo 4

Strutture dati elementari

Per mantenere in memoria un insieme di informazioni e permettere una loro efficiente manipolazioneè
indispensabile organizzare i dati in maniera precisa evidenziando le relazioni e le dipendenze esistenti
tra questi e definendo le funzioni che permettono la modifica delle informazioni. In questa sede non
vogliamo dare una definizione generale di struttura dati (che viene rimandata a un capitolo successivo),
ma pìu semplicemente descriverne il significato intuitivo e presentare alcuni esempi che saranno utilizzati
in seguito.

Informalmente, una struttura datiè costituita da uno o più insiemi e da operazioni definite sui loro
elementi. Questa nozioneè quindi astratta, svincolata dalla concreta rappresentazione della struttura sul
modello di calcolo RAM. Le tradizionali strutture di vettore, record, lista, già incontrate nei corsi di
programmazione, possono essere cosı̀ definite a un livello astratto come insiemi di elementi dotati di
opportune operazioni.

L’implementazione di una data struttura descrive invece il criterio con il quale i vari elementi sono
memorizzati nei registri della macchina e definisce i programmi che eseguono le operazioni.È evidente
che ogni struttura dati ammette in generale più implementazioni a ciascuna delle quali corrisponde un
costo in termini di spazio, per il mantenimento dei dati in memoria, e uno in termini di tempo, per
l’esecuzione dei programmi associati alle operazioni.

Nella progettazione e nell’analisi di un algoritmoè tuttavia importante considerare le strutture dati
svincolate dalla loro implementazione. Questo consente spesso di rappresentare una parte delle istruzioni
di un algoritmo come operazioni su strutture, mettendo in evidenza il metodo adottato dalla procedura
per risolvere il problema e tralasciando gli aspetti implementativi. Tutto ciò facilita notevolmente la
comprensione del funzionamento dell’algoritmo e l’analisi dei suoi costi. Il passo successivo può essere
quello di studiare un algoritmo a livelli diversi di astrazione a seconda del dettaglio con cui sono specifi-
cate le implementazioni delle strutture dati su cui si opera. Nel nostro ambito possiamo cosı̀ individuare
almeno tre livelli di astrazione: il primòe quello relativo alla macchina RAM introdotta nel capitolo
precedente; il secondòe quello definito dal linguaggio AG e il terzo (descritto di fatto in questo capitolo)
è quello nel quale si usano esplicitamente le strutture dati e le loro operazioni nella descrizione degli
algoritmi.

4.1 Vettori e record

Sian un intero positivo e siaU un insieme di valori (per esempio numeri interi, numeri reali o parole
definite su un dato alfabeto). Unvettoredi dimensionen su U è unan-pla (a1, a2, . . . , an) tale che

41
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ai ∈ U per ognii ∈ {1, 2, . . . , n}; diciamo ancheai è la componentei-esima del vettore. L’insieme di
tutti i vettori di dimensionen suU è quindi il prodotto cartesiano

Un = U × U × · · · × U︸ ︷︷ ︸
n volte

Le operazioni definite sui vettori sono quelle di proiezione e sostituzione delle componenti, definite nel
modo seguente.

Per ogni interoi, 1 ≤ i ≤ n, la proiezionei-esimaè la funzioneπi : Un −→ U tale che, per ogni
A = (a1, a2, . . . , an) ∈ Un,

πi(A) = ai.

La sostituzione della componentei-esimaè invece definita dalla funzioneσi : (Un × U) −→ Un che
associa a ogniA = (a1, a2, . . . , an) ∈ Un e a ogni valoreu ∈ U il vettoreB = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Un

tale che

bj =

{
u sej = i
aj altrimenti

Consideriamo ora l’implementazione dei vettori su macchina RAM.È evidente che se ogni elemento
in U è rappresentabile dal contenuto di una cella di memoria, un vettoreA = (a1, a2, . . . , an) ∈ Un

è rappresentabile dal contenuto din celle consecutive: la componenteai è rappresentata dal contenuto
dellai-esima cella. La seguente figura descrive chiaramente tale implementazione.

A a1 a2 · · · · · · an

Ovviamente sono possibili implementazioni più complesse di un vettore a seconda della rappresen-
tazione degli elementi diU sulla macchina RAM. Se per esempio occorronok celle per rappresentare
un valore inU possiamo implementare un vettoreA ∈ Un medianten blocchi consecutivi ciascuno dei
quali composto dik registri.

Per quanto riguarda l’implementazione delle operazioni di proiezione e sostituzione osserviamo che
un vettore pùo rappresentare il valore di una variabile e lo stesso vale per le sue componenti. In partico-
lare, seX rappresenta una variabile suUn e i ∈ {1, 2, . . . , n}, possiamo denotare conX[i] la variabile
che rappresenta lai-esima componente diX. Questo consente di definire l’implementazione delle op-
erazioniπi eσi direttamente come assegnamento di valori alle variabili. Cosı̀ nel nostro linguaggio AG
potremo usare le istruzioniX[i] := e oY := X[j] doveX eY sono variabili, la prima a valori inUn e la
seconda inU , mentree è una espressione a valori inU . Il loro significato (inteso come implementazione
dell’operazione su macchina RAM) risulta ovvio.

In modo del tutto analogo possiamo definire le matrici, viste come vettori bidimensionali. Dati due
interi positivi p e q, unamatricedi dimensionep × q sull’insieme U è una collezione di elementimij ,
dove i ∈ {1, 2, . . . , p} e j ∈ {1, 2, . . . , q}, ciascuno dei qualìe contenuto inU . Tale matrice viene
solitamente rappresentata nella forma[mij ] e gli elementimij sono anche chiamati componenti della
matrice. L’insieme delle matrici di questa formaè spesso denotato daUp×q.

Anche in questo caso le operazioni associate sono quelle di proiezione e sostituzione, caratterizzate
questa volta da coppie di indici: per ogniM = [mij ] ∈ Up×q e ognit ∈ {1, 2, . . . , p}, s ∈ {1, 2, . . . , q},
definiamoπts(M) = mts eσts(M,u) = [rij ], dove

rij =

{
u sei = t e j = s
mij altrimenti
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per ogniu ∈ U .
Supponi che ogni elemento diU sia rappresentabile sulla macchina RAM mediante un solo registro.

Allora, l’implementazione naturale di una matriceM = [mij ] ∈ Up×q consiste nell’associare le sue
componenti al contenuto dip · q registri consecutivi a partire da un registro fissatoRk; in questo mo-
do la componentemij è rappresentata dal registroRk+(i−1)q+j−1. Nota che per prelevare il valore di
questa cella occorre eseguire un certo numero di operazioni aritmetiche solo per determinarne l’indiriz-
zo. Chiaramente, sek è un intero fissato, indipendente dap e daq, il costo di accessòeO(log(pq))
nel caso del criterio logaritmico. Implementazioni più complesse sono necessarie quando gli elementi
di U richiedono pìu registri. Infine, le operazioni definite sulle matrici possono essere implementate in
maniera del tutto simile a quelle definite sui vettori.

Una struttura del tutto analoga a quella di vettoreè data dalla nozione di record. Per definire i record,
consideriamo un alfabetoA (cioé un insieme finito di simboli) e per ognia ∈ A siaUa un insieme
di elementi. In questo modo{Ua | a ∈ A} rappresenta una collezione finita di insiemi. Chiamiamo
record una famiglia di elementi{xa | a ∈ A} tale chexa ∈ Ua per ognia ∈ A. Rappresentiamo
tale record nella forma{xa}a∈A. Gli insiemiUa sono anche chiamati campi del record. La differenza
rispetto ai vettorìe duplice: nel recordR = {xa}a∈A gli elementi non sono ordinati, quindiR è un
insieme e non una sequenza; inoltre, i campiUa sono in generale diversi tra loro mentre nei vettori
tutte le componenti appartengono allo stesso insieme di baseU . Infine, per distinguere gli elementi di
R = {xa}a∈A rappresentiamo conR · a l’elementoxa corrispondente al campoUa.

Le operazioni associate ai record sono di nuovo le operazioni di proiezione e sostituzione che questa
volta vengono rappresentate dai campi: per ogni recordR e ognia ∈ A definiamoΠa(R) = R · a,
mentre peru ∈ Ua poniamoσa(R, u) = S, doveS è il record ottenuto daR sostituendoR · a conu.
L’implementazione di un record̀e del tutto simile a quella di un vettore.

Si noti che il numero di componenti di un vettore o di un recordè fissato dalla sua dimensione, mentre
risulta spesso utile considerare vettori o record di dimensione variabile. A questo scopo introduciamo
la nozione di tabella. UnatabellaT di dimensionek ∈ IN è un record formato da due campi: il primo
contiene un interom tale che1 ≤ m ≤ k, mentre il secondo contiene un vettore dim componenti.
Essa pùo essere implementata mediantek celle consecutive, mantenendo nelle primem i valori del
vettore e segnalando in maniera opportuna la sua dimensionem (per esempio mediante un puntatore o
memorizzandom in un dato registro). Tale implementazione, nel caso di una tabellaT contenente un
vettore(e1, e2, . . . , em), sar̀a rappresentata in seguito dalla seguente figura.

T e1 e2 · · · · em

4.2 Liste

Come abbiamo visto nella sezione precedente, vettori e record sono caratterizzati da operazioni che
permettono un accesso diretto alle singole componenti ma non consentono di modificare la dimensione
della struttura. In questa sezione e nelle successive definiamo invece strutture nelle qualiè possibile
modificare le dimensioni aggiungendo o togliendo elementi, ma nelle quali l’accesso alle componenti
non semprèe il risultato di una sola operazione e può richiedere, durante l’implementazione, l’esecuzione
di numero di passi proporzionale alla dimensione della struttura stessa.

Una struttura dati tipica nella quale si possono agevolmente introdurre o togliere elementiè quella di
lista. Dato un insieme di valoriU , chiamiamolista una sequenza finitaL di elementi diU . In particolare
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L può essere la lista vuota, che non contiene alcun elemento, denotata con il simboloΛ; altrimentiL è
una sequenza finita della forma

L = (a1, a2, . . . , an),

doven ≥ 1 eai ∈ U per ognii = 1, 2, . . . , n. In questo caso diremo anche cheai è l’i-esimo elemento
di L.

Formalmente, la struttura datiè composta dall’insieme dei valori di baseU , dalla famiglia di tutte
le liste su U e dall’insieme dei valori Booleani{0, 1}. Le operazioni associate sono invece date dalle
funzioni IS EMPTY, ELEMENTO, INSERISCI eTOGLI che definiamo nel seguito. Queste consentono
di verificare se una listàe vuota, di determinare i suoi elementi oppure di modificarla introducento un
nuovo oggetto o togliendone uno in una posizione qualsiasi.È importante sottolineare che le operazioni
di inserimento e cancellazione dipendono dalla posizione degli elementi nella lista e non dal loro valore.

Per ogni listaL, per ognik ∈ IN e ogniu ∈ U , le operazioni citate sono cosı̀ definite:

IS EMPTY(L) =

{
1 seL = Λ,
0 altrimenti;

ELEMENTO(L, k) =

{
ak seL = (a1, a2, . . . , an) e1 ≤ k ≤ n,
⊥ altrimenti;

INSERISCI(L, k, u) =


(u) seL = Λ ek = 1,
(a1, . . . , ak−1, u, ak, . . . , an) seL = (a1, a2, . . . , an) e1 ≤ k ≤ n+ 1,
⊥ altrimenti;

TOGLI(L, k) =

{
(a1, . . . , ak−1, ak+1, . . . , an) seL = (a1, a2, . . . , an) e1 ≤ k ≤ n,
⊥ altrimenti;

Mediante la composizione di queste operazioni possiamo calcolare altre funzioni che permettono di
manipolare gli elementi di una lista; tra queste ricordiamo quelle che determinano o modificano il primo
elemento di una lista:

TESTA(L) =

{
a1 seL = (a1, a2, . . . , an),
⊥ seL = Λ;

INSERISCI IN TESTA(L, u) =

{
(u, a1, a2, . . . , an) seL = (a1, a2, . . . , an),
(u) seL = Λ;

TOGLI IN TESTA(L) =

{
(a2, . . . , an) seL = (a1, a2, . . . , an),
⊥ seL = Λ;

infatti è evidente cheTESTA(L)=ELEMENTO(L, 1), INSERISCI IN TESTA(L, u)=INSERISCI (L, 1, u),
TOGLI IN TESTA(L)=TOGLI(L, 1). Usando lo stesso criterio possiamo definire l’operazione che
calcola la lunghezza di una stringa e quella per sostituire il suo elementok-esimo.

LUNGHEZZA(L) =

{
0 seL = Λ
1 + LUNGHEZZA(TOGLI IN TESTA(L)) altrimenti

CAMBIA(L, k, u) = TOGLI(INSERISCI(L, k, u), k + 1)

Analogamente si possono definire altre operazioni di uso frequente. Elenchiamo nel seguito alcune di
queste tralasciando la definizione formale e riportando solo il significato intuitivo:
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APPARTIENE(L, u) =

{
1 seu compare inL,
0 altrimenti

CODA((a1, . . . , am)) = am

INSERISCI IN CODA((a1, . . . , am), x) = (a1, . . . , am, x)
TOGLI IN CODA((a1, . . . , am)) = (a1, . . . , am−1)

CONCATENA((a1, . . . , am), (b1, . . . , bs)) = (a1, . . . , am, b1, . . . , bs)

Un calcolo eseguito spesso da algoritmi che manipolano una lista consiste nello scorrere i suoi ele-
menti dal primo all’ultimo, compiendo certe operazioni su ciascuno di questi. Un procedimento di questo
tipo pùo essere eseguito applicando opportunamente le operazioni definite sulle liste. Per brevità, e con
un certo abuso di notazione, nel seguito indicheremo con l’istruzione

for b ∈ L do Op(b)

la procedura che esegue l’operazione predefinitaOpsu ciascun elementob della listaL nell’ordine in cui
tali oggetti compaiono inL.

Per esempio, per determinare quante volte un elementoa compare in una listaL, possiamo eseguire
la seguente procedura:

begin
n:=0
for b ∈ L do if b = a then n:=n+1
return n

end

Tale procedura pùo essere considerata come l’implementazione della seguente operazione definita utiliz-
zando le operazioni fondamentali:

NUMERO(a, L) =


0 seL = Λ
1 + NUMERO(a, TOGLI IN TESTA(L)) seL 6= Λ ea = TESTA(L))
NUMERO(a, TOGLI IN TESTA(L)) seL 6= Λ ea 6= TESTA(L))

4.2.1 Implementazioni

In questa sezione consideriamo tre possibili implementazioni della struttura dati appena definita. La più
semplice consiste nel rappresentare una listaL = (a1, a2, . . . , an) mediante una tabellaT di dimensione
m > n che mantiene nelle primen componenti i valoria1, a2, . . . , an nel loro ordine. In questo modo il
calcolo delk-esimo elemento diL (ovvero l’esecuzione dell’operazioneELEMENTO(L, k)) è abbastanza
semplice poich́eè sufficiente eseguire una proiezione sullak-esima componente diT ; possiamo assumere
che nella maggior parte dei casi questo richieda un tempoO(1) secondo il criterio uniforme. Viceversa
l’inserimento o la cancellazione di un elemento in posizionek-esima richiede lo spostamento di tutti gli
elementi successivi. Inoltre, prima di inserire un elemento, bisogna assicurarsi che la dimensione della
lista non diventi superiore a quella della tabella, nel qual caso occorre incrementare opportunamente la
dimensione di quest’ultima ed eventualmente riposizionarla in un’altra area di memoria. L’esecuzione di
queste operazioni può quindi essere costosa in termini di tempo e spazio e questo rende poco adatta tale
implementazione quando occorre eseguire di frequente l’inserimento o la cancellazione di elementi.

Una seconda implementazione, che per molte applicazioni appare più naturale della precedente,è
basata sull’uso dei puntatori edè chiamatalista concatenata. In questo caso una listaL = (a1, a2, . . . , an)
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viene rappresentata medianten recordR1, R2, . . . , Rn, uno per ogni posizione, formati da due campi
ciascuno che chiameremoel e punt. OgniRi contiene nel campoel il valore ai e nel campopunt un
puntatore al record successivo. Inoltre un puntatore particolare (P ) indica il primo record della lista.

Pc - a1

R1c - · · · - an

Rn

nil

Questa rappresentazione permette inoltre di implementare facilmente (in pseudocodice e quindi su
macchina RAM) le operazioni definite sopra. A titolo d’esempio, riportiamo alcuni casi particolari.

Procedura IS EMPTY(P )
if P = nil then return 1

else return 0

Procedura INSERISCI IN TESTA(P , a)
Crea un puntatoreX a una variabile di tipo record
∗X · el := a
∗X · punt := P
P := X

a c
@
@@R

P c6 a1 c - · · · - am nil

X c - a c
@
@
@R

P c - a1 c - · · · - am nil

X c - a c
P c - a1 c - · · · - am nil

Figura 4.1: Passi esecutivi della proceduraINSERISCI IN TESTA.

Procedura APPARTIENE (P, a)
if P = nil then return 0

else begin
R = ∗P
while R · el 6= a ∧ R · punt 6= nil do R := ∗(R · punt)
if R · el = a then return 1

else return 0
end
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Nota la differenza tra le implementazioni diIS EMPTYeAPPARTIENEe quella diINSERISCI -
IN TESTA: nei primi due casi la procedura restituisce un valore, nel terzo invece modifica direttamente
la lista ricevuta in input. In molti casi quest’ultimo tipo di implementazioneè quella effettivamente
richiesta nella manipolazione di una struttura dati.

Per quanto riguarda la complessità di queste procedure, se supponiamo che l’uguaglianza tra ele-
menti richieda tempoO(1), possiamo facilmente osservare che il tempo di calcolo perIS EMPTYe
INSERISCI IN TESTAèO(1), mentreAPPARTIENErichiede nel caso peggioreO(n) passi, doven
è il numero di elementi nella lista. Un aspetto molto interessanteè che la complessità in spazio risulta
essereΘ(n), cosa che permette una efficiente gestione dinamica delle liste.

La lista concatenata può essere “percorsa” in una sola direzione; questa implementazione si rivela
inadeguata quando sia utile percorrere la lista dalla coda alla testa. Una rappresentazione della lista sim-
metrica rispetto al verso di percorrenzaè la cosiddettalista bidirezionale. Essàe ottenuta da una sequenza
di records di3 campi. In ogni record il primo campo (prec) contiene un puntatore al record precedente,
il terzo campo (succ) contiene un puntatore al record successivo mentre l’elemento da memorizzareè
contenuto nel secondo (el), come evidenziato nella figura 4.2.

c -

TestaL

nil a1
c - c� a2

c -
� · · · - c� am nil c�

CodaL

Figura 4.2: Lista bidirezionale.

Un’altra possibile implementazione di una lista può essere ottenuta mediante due tabelle detteNome
e Succ. SeI è un indice della tabella,Nome[I] è un elemento della listaL mentreSucc[I] è l’indice
dell’elemento che segueNome[I] in L. Un indiceI 6= 0 identifica la lista seSucc[I] è definito ma
Nome[I] non lo è , mentre conveniamo che il “fine lista” sia identificato da0. Per esempio, la tabella
seguente memorizza in posizione3 la lista(F,O,C,A).

Nome Succ
1 C 4
2 O 1
3 5
4 A 0
5 F 2

Va osservato che l’ordine di inserimento degli elementi nella lista non necessariamente coincide con
l’ordine di inserimento nella tabella.

Questa rappresentazioneè flessibile e interessante, permettendo di memorizzare più liste in celle di
memoria consecutive. Per esempio, la tabella successiva memorizza in posizione3 la lista(B,A, S, S,A),
in posizione8 la lista(A,L, T,A) e in posizione10 la lista(D,U,E).
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Nome Succ 8 7
1 S 11 9 L 2
2 T 12 10 14
3 4 11 S 6
4 B 5 12 A 0
5 A 1 13 E 0
6 A 0 14 D 15
7 A 9 15 U 13

Anche in questa rappresentazione l’implementazione delle varie operazioniè lineare. Vediamo un
esempio.

Procedura APPARTIENE (I, a)
S:= Succ[I]
if S = 0 then return 0

else begin
while Nome[S] 6= a ∧ Succ[S] 6= 0 do S:=Succ[S]
if Nome[S] = a then return 1

else return 0
end

Le liste bidirezionali ammettono una rappresentazione analoga, a patto di aggiungere una terza tabella
Prec, dovePrec[I] è l’indice dell’elemento che precedeNome[I] nella lista considerata.

4.3 Pile

Le pile possono essere interpretate come liste nelle quali le operazioni di proiezione, inserimento e
cancellazione si possono applicare solo al primo elemento. Si tratta quindi di una sorta di restrizione
della nozione di lista e la differenza tra le due struttureè limitata alle loro operazioni.

Formalmente, dato un insiemeU di valori, una pilaè una sequenza finitaS di elementi di U ; di
nuovo denotiamo conΛ la pila vuota, mentre una pilaS non vuotàe quindi della forma

S = (a1, a2, . . . , an)

doven ≥ 1 eai ∈ U per ognii = 1, 2, . . . , n.
Sulle pile si possono eseguire le operazioniIS EMPTY, TOP, POP, PUSHdefinite nel modo

seguente:

IS EMPTY(S) =

{
1 seS = Λ,
0 altrimenti

TOP(S) =

{
a1 seS = (a1, a2, . . . , an)
⊥ seS = Λ,

POP(S) =


Λ seS = (a1)
(a2, a3, . . . , an) seS = (a1, a2, . . . , an) en > 1
⊥ seS = Λ.
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Inoltre, per ogniu ∈ U :

PUSH(S, u) =

{
(u, a1, a2, . . . , an) seS = (a1, a2, . . . , an)
(u) seS = Λ.

Le operazioni appena definite realizzano un criterio di mantenimento e prelievo delle informazioni
chiamato LIFO (Last In First Out): il primo termine che può essere tolto dalla pila coincide con l’ultimo
elemento introdotto. Nota che in questa struttura, per accedere all’elementoi-esimo, devo togliere dalla
pila tutti i successivi.

L’implementazione naturale di una pilaS = (a1, a2, . . . , an) consiste in una tabella di dimensione
k ≥ n che contiene nelle primen componenti gli elementia1, a2, . . . , an ordinati in senso opposto e in
un puntatoretop(S) alla componentea1.

an an−1 · · · · a1 · · · ·

top(S)
c6

In questo caso, per implementare correttamente le operazioni definite sulla pila devo garantire che
la dimensionen di S sia sempre minore o uguale alla dimensionek della tabella. In molte applicazioni
questa condizione viene soddisfatta; altrimenti conviene implementare la pila come una lista concatenata
In questo caso ogni elementoai di S è rappresentato da un record di due campi: il primo contiene
un puntatore al record relativo alla componenteai+1, mentre il secondo contiene il valoreai. Questa
rappresentazionèe descritta graficamente nel modo seguente:

nil an

R1

� c an−1

R2

� · · · � c a1

Rn

top(S) c6
È facile definire i programmi che eseguono le operazioniTOP, POPePUSHsulle implementazioni

appena considerate. Nel seguito presentiamo le procedure relative alla implementazione di una pila
mediante tabella che supponiamo memorizzata a partire da una cella di indirizzok.

Procedura IS EMPTY(S)
if top(S) < k then return 1

else return 0

Procedura TOP (S)
if top(S) ≥ k then return ∗top(S)

Procedura PUSH (S, x)
top(S) := top(S) + 1
∗top(S) := x

Procedura POP (S)
if top(S) ≥ k then top(S) := top(S)− 1
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4.4 Code

Una codàe una struttura che realizza un criterio di inserimento e cancellazione dei dati chiamato FIFO
(First in First Out). In questo caso il primo elemento che può essere cancellato coincide con il primo
elemento introdotto, ciòe il più vecchio tra quelli presenti nella struttura. Anche una coda può essere
interpretata come restrizione della nozione di lista.

Possiamo allora definire unacodaQ su un insieme di valoriU come una sequenza finita di ele-
menti di U . Di nuovo,Q può essere la coda vuota (Λ), oppure essa sarà rappresentata da una sequen-
za (a1, a2, . . . , an), doven ≥ 1 e ai ∈ U per ognii. Su una coda possiamo eseguire le operazioni
IS EMPTY, FRONT, DEQUEUEeENQUEUEdefinite come segue:

IS EMPTY(Q) =

{
1 seQ = Λ,
0 altrimenti

FRONT(Q) =

{
a1 seQ = (a1, a2, . . . , an)
⊥ seQ = Λ,

DEQUEUE(Q) =


Λ seQ = (a1)
(a2, . . . , an) seQ = (a1, a2, . . . , an)
⊥ seQ = Λ.

Inoltre, per ognib ∈ U ,

ENQUEUE(Q, b) =

{
(a1, a2, . . . , an, b) seQ = (a1, a2, . . . , an)
(b) seQ = Λ.

Anche una codaQ = (a1, a2, . . . , an) può essere implementata usando una tabella dik ≥ n elementi
e da due puntatori (front e rear) che indicano il primo e l’ultimo elemento della coda.

· · · · a1 a2 · · · · an · · · ·

front(Q)
c6

rear(Q)
c6

In modo analogo possiamo definire l’implementazione mediante una lista concatenata; questa rap-
presentazione può essere descritta rapidamente dalla figura seguente:

a1

R1c - a2

R2c - · · · - an

Rn

nil

front(Q) c6 rear(Q) c6

Esercizi

1) Dato un alfabeto finitoΣ, ricordiamo che una parola suΣ è una sequenzaa1a2 · · · an tale cheai ∈ Σ per
ogni i, mentre la sua inversàe la parolaanan−1 · · · a1. Usando la struttura dati appropriata e le corrispondenti
operazioni, definire una procedura per ciascuno dei seguenti problemi:
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- calcolare l’inversa di una parola data;
- verificare se una parolàe palindroma, ciòe seè uguale alla sua inversa.

2) Simulare il funzionamento di una pila mediante due code definendo anche le procedure che eseguono le
corrispondenti operazioni. Quanti passi sono necessari nel caso peggiore per eseguire una operazione su una
pila di n elementi?
Definire in modo analogo il funzionamento di una coda mediante due pile.

3) Usando le operazioni definite sulle liste descrivere una procedura per eliminare da una lista data tutti gli
elementi che compaiono più di una volta e un’altra per cancellare tutti quelli che compaiono una volta sola.
Determinare inoltre, in entrambi i casi, il numero di operazioni compiute su una lista din elementi nel caso
peggiore.

4.5 Grafi

Una delle strutture più flessibili in cui organizzare i dati per favorire la gestione delle informazioniè
quella di grafo. Come le strutture precedenti, anche questa può essere definita mediante insiemi di
elementi e varie operazioni di manipolazione. Preferiamo tuttavia fornire la definizione classica di grafo,
qui inteso come oggetto combinatorio. Questo permette di introdurre le nozioni e i concetti principali
in maniera semplice e diretta. Dalle varie implementazioni sarà quindi possibile definire facilmente le
operazioni di manipolazione principali.

Dato un insiemeV , denoteremo conV s l’insieme dis-ple ordinate di elementi diV e conV (s) la
famiglia dei sottoinsiemi diV contenentis elementi (ciòe delles-combinazioni diV )

Per esempio, se consideriamo l’insiemeV = {1, 2, 3}, allora

{1, 2, 3}2 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)},

{1, 2, 3}(2) = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}
Come sappiamo dalla sezione 2.2, seV contienen elementi,V s ne contienens, mentreV (s) ne

contiene
(n
s

)
= n!

s!·(n−s)! .

Definizione 4.1 Un grafo orientato (o diretto)G è una coppiaG = 〈V,E〉, doveV è un insieme (finito)
i cui elementi sono detti vertici (o nodi) edE è un sottoinsieme diV 2 i cui elementi sono detti archi;
archi del tipo(x, x) sono detti cappi.

Un grafo non orientatoG è una coppia〈V,E〉, doveV è un insieme (finito) i cui elementi sono detti
nodi (o vertici) edE un sottoinsieme diV (2), i cui elementi sono detti lati (o archi).

La figura seguente dà una rappresentazione grafica del grafo orientato

G1 = 〈{1, 2, 3, 4, 5}, {(1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 1), (4, 5), (5, 4), (5, 5)}〉

e del grafo non orientato

G2 = 〈{1, 2, 3, 4, 5}, {{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {4, 5}}〉.

G1
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Nota che un grafo non orientato non possiede cappi.
Un sottografodi un grafoG = 〈V,E〉 è un grafoG′ = 〈V ′, E′〉 tale cheV ′ ⊆ V eE′ ⊆ E.
Dato un lato(x, y) di un grafo orientato, diremo chex è la coda dell’arco ey la testa; si dir̀a anche

chey è adiacente adx. L’adiacenza dix in un grafoG = 〈V,E〉 è l’insieme dei verticiy tali che
(x, y) ∈ E, cioè :

Adiacenza(x) = {y|(x, y) ∈ E}

Un grafoG = 〈V,E〉 può alternativamente essere rappresentato dalla famiglia delle adiacenze di
tutti i suoi vertici, ciòe :

G = {(x,Adiacenza(x)) |x ∈ V }

Per esempio, il grafoG1 può essere rappresentato mediante le adiacenze nel modo seguente:

G1 = {(1, {2}), (2, {2, 3}), (3, {2, 1}), (4, {5}), (5, {5, 4})}

Un grafoG può essere descritto anche dalla sua matrice di adiacenza. Questaè la matriceAG,
indiciata con vertici del grafo e a componenti in{0, 1}, tale che:

AG[x, y] =

{
1 se(x, y) ∈ E
0 altrimenti

A fianco diamo la matrice di adiacenza del grafoG1:


0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 1


Se un grafoG han vertici, ogni ragionevole implementazione della matrice di adiacenza richiederà

uno spazio di memoriaO(n2); seG possiede un numero di lati notevolmente minore din2, può essere
conveniente rappresentare il grafo come una lista di vertici, ognuno dei quali punta alla lista della sua
adiacenza:

G
a -

Vn nil a - Adiacenza(Vn)
?

· · ·?

V2
a a - Adiacenza(V2)
?

V1
a a - Adiacenza(V1)

Qui riportiamo una possibile rappresentazione diG1:

G1
a -

5 nil a - 4 a - 5 nil

4 a
?

a - 5 nil

3 a
?

a - 2 a - 1 nil

2 a
?

a - 2 a - 3 nil

1 a
?

a - 2 nil
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Se il grafoG han nodi ede lati, la precedente rappresentazione occuperà una memoriaO(n+ e).
Naturalmente le liste potranno essere descritte mediante tabelle. In questo caso possiamo considerare

una coppia di tabelle din + e componenti ciascuna: le primen componenti indicano la testa della
adiacenza di ciascun nodo, mentre le altre definiscono tutte le liste. Un esempioè fornito dalla seguente
figura che rappresenta le tabelle del grafoG1.

Testa Succ
1 7
2 6
3 12
4 11
5 13
6 2 9
7 2 0
8 1 0
9 3 0
10 5 0
11 5 0
12 2 8
13 4 10

Un camminodax a y in un grafoG = 〈V,E〉 è una sequenza(v1, v2, . . . , vm) di vertici tale che
v1 = x, vm = y e (vk, vk+1) è un arco diG, per tutti ik = 1, 2, . . . ,m− 1. La lunghezza del precedente
camminoèm− 1.

Diremo che un camminòe semplicese tutti i suoi vertici sono distinti, eccetto al più il primo e
l’ultimo. Un cammino semplice in cui il primo e l’ultimo vertice coincidanoè dettociclo.

Le precedenti nozioni si estendono facilmente ai grafi non orientati; in tal caso si assume però che
i cicli abbiano lunghezza almeno3. Un grafoè dettoconnessoquando per ogni coppiax e y di vertici
esiste un cammino dax ay.

Un grafo non orientatoG = 〈V,E〉 può non essere connesso; essoè per̀o sempre esprimibile come
unione di componenti connesse. Basta infatti osservare che la relazioneR suV definita da

xRy se esiste un cammino dax ay oppurex = y,

è una relazione di equivalenza. Le sue classi di equivalenza definiscono una partizione{V1, . . . , Vm}
dell’insiemeV dei vertici. Per ognii = 1, 2, . . . ,m il grafo 〈Vi, Ei〉, doveEi = {{u, v} | u, v ∈
Vi, {u, v} ∈ E}, è connesso ed̀e chiamatocomponente connessadel grafoG; vertici appartenenti a due
distinte classi di equivalenza non sono invece congiungibili da alcun cammino.

Per esempio, il grafoG2 è formato da due componenti connesse,

la primaè
n1 n2
@
@ n3�� mentre la secondàe n5

n4
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4.6 Alberi

Un grafo non orientato e senza cicliè dettoforesta; se per di pìu essòe connesso allora viene dettoalbero.
È evidente che ogni forestàe unione di alberi, in quanto ogni componente connessa di una forestaè un
albero. Il grafo sotto riportatòe una foresta composta da2 alberi:
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Un alberoè dunque un grafo (non orientato) connesso e aciclico, cioè privo di cicli.
Osserviamo ora che, per ogni coppia di verticix e y di un albero qualsiasi, esiste un unico cammino
semplice che li collega. Infatti, poiché un alberòe connesso, esiste almeno un cammino semplice che
congiunge i due nodi; se ve ne fossero due distinti allora si formerebbe un ciclo (v. figura seguente).
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y

Dato un grafo non orientatoG = 〈V,E〉, chiamiamoalbero di coperturadiG un alberoT = 〈V ′, E′〉
tale cheV ′ = V eE′ ⊆ E. SeG nonè connesso tale albero non esiste. In questo caso chiamiamoforesta
di coperturail sottografo diG formato da una famiglia di alberi, uno per ogni componente connessa di
G, ciascuno dei quali costituisce un albero di copertura della corrispondente componente connessa.

4.6.1 Alberi con radice

Un albero con radicèe una coppia〈T, r〉, doveT è un albero er un suo vertice, che viene dettoradice.
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Albero con radice

Un albero con radicèe quindi un albero con cui viene evidenziato un vertice (la radice); esso viene
anche detto “albero radicato”. Ora, dato un verticex in un albero con radicer, c’è un unico cammino
semplice(r, V2, . . . , Vm, x) dar ax (ser 6= x); il verticeVm che precedex nel camminòe dettopadre
di x: ogni vertice di un albero radicato, escluso la radice, ha quindi un unico padre.

Un albero radicato pùo essere allora agevolmente rappresentato dalla tabella che realizza la funzione
“padre”:
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Figlio Padre
...

...
x padre dix
...

...

Continuando l’analogia “famigliare”, sey è padre dix diremo anche chex èfiglio di y; diremo inoltre
chez1 ez2 sonofratelli quando sono figli dello stesso padre. Continuando l’analogia “botanica”, diremo
che un verticeV senza figlìe unafoglia. Invece, un nodo che possiede almeno un figlioè chiamatonodo
interno. Infine, diremo chex è discendenteo successoredi y sey appartiene al cammino semplice che
va dalla radice ax; in tal caso diremo anche chey è unantenatoo predecessoredi x.

In un albero con radice, orientando ogni lato{x, y} dal padre verso il figlio, si ottiene una struttura
di grafo orientato.
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Rispetto a tale struttura, chiameremoaltezzadi un verticex la lunghezza del più lungo cammino da
x ad una foglia, eprofondit̀a di x la lunghezza del cammino dalla radice ax. L’altezza di un alberòe
l’altezza della radice.

Gli alberi con radice sono utilizzati in molte applicazioni per distribuire informazioni fra i vari nodi;
gli algoritmi associati eseguono spesso processi di calcolo nei quali si percorre il cammino che va dalla
radice a un dato nodo o, viceversa, che risale da un nodo fissato sino alla radice. L’altezza dell’albero
diviene quindi un parametro importante nella valutazione dei tempi di calcolo di tali procedure poiché
in molti casi questi ultimi risultano proporzionali (nel caso peggiore) proprio alla massima distanza dei
nodi dalla radice. Per questo motivo si cerca spesso di utilizzare alberi che abbiano un’altezza piccola
rispetto al numero di nodi. Si usa il termine “bilanciato” proprio per indicare intuitivamente un albero
nel quale i nodi sono abbastanza vicini alla radice. In molti casi una altezza accettabileè una altezza
minore o uguale al logaritmo del numero di nodi (eventualmente moltiplicato per una costante). Più
formalmente possiamo dare la seguente definizione: una sequenza di alberi con radice{Tn}n∈IN, dove
ogni Tn possiede esattamenten nodi, si dicebilanciatase, denotando conhn l’altezza diTn, abbiamo
hn = O(log n).

4.6.2 Alberi ordinati

Un albero ordinato(detto anchepiano) è un albero radicato in cui i figli di ogni vertice sono totalmente
ordinati. I seguenti due alberi sono coincidenti come alberi radicati, ma distinti come alberi ordinati:
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Una classica rappresentazione in memoria di un albero ordinato consiste nell’uso di tre vettori: Se
l’albero è formato dan nodi, rappresentati dai primin interi, i tre vettoriP, F, S hanno dimensionen e
sono definiti nel modo seguente:

P [i] =

{
j sej è il padre dii,
0 sei è la radice;

F [i] =

{
j sej è il primo figlio di i,
0 sei è una foglia;

S[i] =

{
j sej è il fratello successivo dii,
0 sei non possiede un fratello successivo,

per ogni nodoi. Per esempio nell’albero ordinato
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i tre vettori sono definiti da

P F S
1 2 0 3
2 4 1 5
3 2 0 0
4 0 2 0
5 4 6 0
6 5 0 7
7 5 0 8
8 5 0 0

Osserviamo che in un albero ordinato un figlio della radice coi suoi discendenti forma a sua volta
un albero ordinato. Questo fatto permette di dare la seguente definizione induttiva di albero ordinato, di
grande interesse per il progetto e la dimostrazione di correttezza di algoritmi su alberi:
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1) l’albero costituito da un solo verticer è un albero ordinato;
2) seT1, T2, . . . , Tm sono alberi ordinati (definiti su insiemi di vertici disgiunti) er è un nodo
diverso dai nodi diT1, T2, . . . , Tm, allora la sequenza〈r, T1, . . . , Tm〉 è un albero ordinato.
In entrambi i casi diciamo cher è la radice dell’albero.

Consideriamo ad esempio il problema di attraversamento di alberi, cioè la visita dei vertici di un albero
in qualche ordine. Due classici metodi di attraversamento sono quello in ordine anticipato e quello in
ordine posticipato (pre-ordine e post-ordine), descritti dai due seguenti schemi.

Attraversamento in pre-ordine dell’albero ordinatoT
SeT e’ costituito da un solo nodor allora visitar;
altrimenti, seT = 〈r, T1, . . . , Tm〉 allora: 1) visita la radicer di T ;

2) attraversa in pre-ordine gli alberiT1, T2, . . . , Tm.

Attraversamento in post-ordine dell’albero ordinatoT
SeT e’ costituito da un solo nodor allora visitar;
altrimenti, seT = 〈r, T1, . . . , Tm〉 allora: 1) attraversa in post-ordine gli alberiT1, T2, . . . , Tm;

2) visita la radicer di T .

La correttezza dei metodìe immediatamente dimostrabile per induzione. Nella seguente figura
mettiamo in evidenza l’ordine di visita dei nodi di un albero ordinato a seconda dei due criteri di
attraversamento.

pre-ordine post-ordine
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4.6.3 Alberi binari

Un albero binarioè un albero radicato in cui ogni nodo interno ha al più due figli; ogni figlioè distinto
come figliosinistrooppure figliodestro. I seguenti due alberi sono coincidenti come alberi ordinati, ma
distinti come alberi binari:
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Dato un verticex di un alberoT binario, il sottoalbero che ha come radice il figlio sinistro dix (risp.
al figlio destro dix), se esiste, sarà detto “sottoalbero sinistro dix” (risp. “sottoalbero destro dix”).

Un albero binario pùo essere agevolmente rappresentato attraverso le due tabellesinedes, che asso-
ciano ad ogni verticex rispettivamente il suo figlio sinistro (o “O” se non esiste) e il suo figlio destro (o
“O” se non esiste).

Un albero completodi altezzah è un albero in cui tutte le foglie hanno profondità h ed ogni altro
vertice ha due figli. Il numero di vertici di un albero binario completoè allora

n =
h∑

j=0

2j = 2h+1 − 1

e quindih ∼ lg2 n (pern → +∞). Alberi completi (o “quasi” completi) contengono quindi un “gran
numero” di nodi con una “bassa” altezza.

Viceversa, l’albero binario conn nodi che ha altezza massimaè quello nel quale ogni nodo interno
possiede un solo figlio. In questo caso l’altezza dell’alberoè chiaramenteh = n− 1.

Anche gli alberi binari possono essere attraversati in ordine anticipato o posticipato. Tuttavia un
metodo tipico di visita dei nodi di un albero binarioè quello di attraversamento in ordine simmetrico:
prima visita il sottoalbero sinistro, poi la radice, poi il sottoalbero destro. Lo schema corrispondente può
essere descritto nel modo seguente.

Attraversamento in ordine simmetrico dell’albero binarioB
Siar la radice di B;

1) ser ha figlio sinistro allora attraversa il sottoalbero sinistro dir;
2) visitar;
3) ser ha figlio destro allora attraversa il sottoalbero destro dir.

Anticipando l’argomento del prossimo capitolo presentiamo una procedura ricorsiva che visita i nodi
di un albero binario assegnando a ciascun vertice il corrispondente numero d’ordine secondo l’ordina-
mento simmetrico. L’input dell’algoritmòe un albero binario din vertici, rappresentato da una coppia di
vettorisinedesdi n componenti, definiti come sopra, e da un interor che rappresenta la radice. L’uscita
è data dal vettoreN di n componenti nel qualeN [v] è il numero d’ordine del nodov. L’algoritmo è
definito da un programma principale e dalla procedura INORDINE nella quale i parametric, sin, des e
N rappresentano variabili globali.

begin
c:=1
IN ORDINE(r)

end

Procedura IN ORDINE(x)
if sin[x] 6= 0 then IN ORDINE(sin[x])

N [x] := c
c := c+ 1

if des[x] 6= 0 then IN ORDINE(des[x])
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Esercizi

1) Dimostrare che ogni albero conn nodi possieden− 1 lati.
2) Mostrare che l’altezzah di ogni albero binario din nodi soddisfa la relazione

blog2 nc ≤ h ≤ n− 1.

Determinare un albero binario din nodi nel qualeh = blog2 nc e uno nel qualeh = n− 1.
3) Si definiscelocalmente completoun albero binario nel quale ogni nodo interno possiede due figli. Provare

che ogni albero binario localmente completo possiede un numero dispari di nodi. Un tale albero può avere un
numero pari di foglie?

4) Provare che se un albero binario di altezzah possiedem foglie edè localmente completo, allora

h + 1 ≤ m ≤ 2h.

In quale caso abbiamom = h + 1 e in qualem = 2h?
5) In un albero con radice lalunghezza di camminòe definita come la somma delle profondità dei nodi.

Mostrare che in ogni albero binario conn nodi la lunghezza di camminoL soddisfa la relazione

n∑
k=1

blog2 kc ≤ L ≤ n(n− 1)

2
.

6) Considera la numerazione preordine di un albero binario completo e supponi che un nodo internov abbia
numero d’ordinei. Qualè il numero d’ordine del figlio sinistro div e quale di quello destro?

7) Abbiamo visto come un albero ordinato possa essere rappresentato da una famiglia di liste di adiacenza
L(v), una per ogni nodov, oppure mediante i vettoriP, F, S che definiscono rispettivamente il padre, il pri-
mo figlio e il fratello successivo di ciascun vertice. Utilizzando le operazioni definite sulle liste e sui vettori,
descrivere una procedura che permette di passare dalla prima rappresentazione alla seconda e viceversa.

8) Assumendo il criterio di costo uniforme, determina l’ordine di grandezza del tempo di calcolo richiesto
dall’algoritmo descritto nell’esercizio precedente al crescere del numeron di nodi.

9) Diciamo che due alberi ordinatiT1 = 〈V1, E1〉, T2 = 〈V2, E2〉 sonoisomorfie scriviamoT1 ≡ T2, se
esiste una funzione biunivocaf : V1 → V2 tale che, per ogni coppia di nodiv, w ∈ V1:

- (v, w) ∈ E1 ⇔ (f(v), f(w)) ∈ E2;
- w è il j-esimo figlio div in T1 ⇔ f(w) è il j-esimo figlio dif(v) in T2.

Dimostrare che≡ è una relazione di equivalenza sull’insieme degli alberi ordinati.
10) Continuando l’esercizio precedente, chiamiamo albero ordinatonon etichettatouna classe di equivalenza

della relazione di isomorfismo≡ definita sopra. Graficamente esso può essere rappresentato come un albero
ordinato privo del nome dei nodi (due alberi ordinati non etichettati si distinguono pertanto solo per la “forma”
dell’albero). Rappresentare graficamente tutti gli alberi ordinati non etichettati che hanno al più 4 nodi. Dare
una definizione analoga per gli alberibinari non etichettati e rappresentare tutti gli alberi di questo tipo che
hanno al pìu 3 nodi.

11) Dimostrare che per ognin ∈ IN il numero di alberi binari non etichettati conn nodi equivale al numero
di alberi ordinati non etichettati che hannon + 1 nodi.

4.7 Esempio: attraversamento di grafi in ampiezza

Mostriamo ora con un esempio come si può descrivere un algoritmo utilizzando alcune strutture dati
introdotte nelle sezioni precedenti insieme alle relative operazioni. L’uso di questi strumenti permette di
progettare e descrivere una procedura in maniera semplice e concisa, mettendo in luce l’organizzazione
dei dati e il metodo adottato per ottenere la soluzione del problema. In questo modo un algoritmo può
essere descritto ad alto livello, trascurando i dettagli implementativi e ponendo in evidenza il suo schema
generale che spesso si riduce all’esecuzione di una sequenza di operazioni su strutture dati. Una volta
fissato tale schema si potrà poi scegliere come implementare le strutture dati usate e le procedure che
eseguono le corrispondenti operazioni.
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Come esempio presentiamo un classico algoritmo di esplorazione di grafi basato sull’uso di una
coda. Il problemàe definito nel modo seguente. Dato un grafo non orientato e connesso, vogliamo
visitare i suoi nodi, uno dopo l’altro, a partire da un nodo assegnato che chiamiamo sorgente. L’ordine di
visita dipende dalla distanza dalla sorgente: una volta visitata quest’ultima, prima visitiamo tutti i nodi
adiacenti, poi i nodi che si trovano a distanza 2 e cosı̀ via, fino a quando tutti i vertici del grafo sono
stati considerati. Questo tipo di visita si chiamaattraversamento in ampiezzae rappresenta uno dei due
metodi fondamentali per esplorare un grafo (l’altro, detto attraversamento in profondità, sar̀a presentato
nel capitolo successivo). Esso può essere esteso facilmente ai grafi diretti e con ovvie modifiche anche a
quelli non connessi.

Un metodo naturale per compiere un attraversamento in ampiezzaè quello di mantenere in una coda
una sequenza di nodi, visitando di volta in volta il vertice che si trova in testa e introducendo all’estremità
opposta i nodi adiacenti che non sono ancora stati raggiunti. Sarà quindi necessario marcare i nodi del
grafo per segnalare quelli che sono già stati introdotti nella coda; inizialmente il nodo sorgenteè l’unico
vertice che si trova in coda e quindi il solo marcato.

Durante la visita l’algoritmo determina naturalmente un albero di copertura del grafo che si ottiene
considerando per ogni nodov (diverso dalla sorgente) il lato che ha permesso di considerarev per la
prima volta. Si tratta quindi di un albero che ha per radice la sorgente, formato dai lati che, uscendo da
un nodo appena visitato, consentono di determinare i nuovi vertici da introdurre in coda.

Formalmente, siaG = 〈V,E〉 un grafo non orientato e connesso e sias ∈ V un nodo qualsiasi
(sorgente). Per semplicità rappresentiamoGmediante una famiglia di liste di adiacenza; per ogniv ∈ V ,
denotiamo conL(v) la lista dei vertici adiacenti av. L’algoritmo visita in ampiezza i nodi diG e
fornisce in uscita la listaU contenente i lati dell’albero di copertura prodotto. Denotiamo conQ la
coda mantenuta dall’algoritmo; i vertici vengono inizialmente marcati come “nuovi” e la marca viene
cambiata non appena questi vengono inseriti inQ. La marcatura pùo essere facilmente implementata
mediante un vettore. L’algoritmòe descritto dalla seguente procedura:

Procedure Ampiezza(G, s)
begin

U := Λ
for v ∈ V do marcav come “nuovo”
Q := ENQUEUE(Λ, s)
marcas come “vecchio”
while IS EMPTY(Q) = 0 do

begin
v := FRONT(Q)
Q := DEQUEUE(Q)
visitav
for w ∈ L(v) do

if w marcato “nuovo”then


marcaw come “vecchio”
U := INSERISCI IN TESTA({v, w}, U)
Q := ENQUEUE(Q,w)

end
end
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Nota che durante l’esecuzione dell’algoritmo ogni nodov ∈ V si pùo trovare in una delle seguenti
condizioni:

- v è gìa stato visitato e in questo caso non appartiene aQ edè marcato “vecchio”;
- v nonè stato visitato màe adiacente ad un nodo visitato. In questo caso appartiene aQ edè marcato

“vecchio”;
- v non soddisfa alcuna delle condizioni precedenti e quindiè ancora marcato “nuovo”.

Esempio 4.1
Applichiamo l’algoritmo appena descritto al grafo definito dalla seguente figura, supponendo chea sia il nodo sorgente:
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Supponendo che le liste dei nodi adiacenti siano ordinate in ordine alfabetico, l’albero di copertura in ampiezza ottenutoè dato
dalla seguente immagine. Nota che l’ordine di visita dei nodi procede dall’alto verso il basso e da sinistra verso destra.
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Valutiamo ora il tempo di calcolo e lo spazio di memoria richiesti dall’algoritmo su un grafo din
nodi em lati, assumendo il criterio di costo uniforme. Osserviamo innazitutto che il primo ciclofor
(nella seconda riga) richiede un tempo dell’ordine diΘ(n) poich́e il ciclo è ripetuto proprion volte e
la marcatura di un nodo richiede un tempo costante. Anche il ciclowhile viene ripetuto una volta per
ogni nodov del grafo; il tempo richiesto ad ogni iterazioneè dell’ordineΘ(1) + Θ(`(v)), dove`(v) è la
lunghezza della listaL(v). Di conseguenza il tempo di calcoloè dato da

Θ(n) +
∑
v∈V

Θ(`(v)) = Θ(n+m)

Lo spazio di memoria richiestòe invece determinato dalle celle necessarie per mantenere il grafo di
ingresso e da quelle utilizzate per conservare la codaQ. La prima quantit̀a è di ordineΘ(n+m) mentre
la secondàe di ordineΘ(n) nel caso peggiore. Ne segue che anche lo spazio di memoria richiestoè di
ordineΘ(n+m).
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Esercizi

1) Per quali grafi din nodi l’algoritmo di visita in ampiezza richiede il massimo numero di celle di memoria
per mantenere la codaQ e per quali il minimo?

2) Descrivere un algoritmo di visita in ampiezza per grafi orientati. Su quali grafi orientati l’algoritmo
produce un albero di copertura in ampiezza?

3) Descrivere un algoritmo per determinare le distanze di tutti i nodi da una sorgente in un grafo non orientato
connesso. Svolgere l’analisi dei tempi di calcolo e dello spazio di memoria utilizzati.



Capitolo 5

Procedure ricorsive

L’uso di procedure ricorsive permette spesso di descrivere un algoritmo in maniera semplice e concisa,
mettendo in rilievo la tecnica adottata per la soluzione del problema e facilitando quindi la fase di pro-
gettazione. Inoltre l’analisi risulta in molti casi semplificata poiché la valutazione del tempo di calcolo
si riduce alla soluzione di equazioni di ricorrenza.

Questo capitolòe dedicato all’analisi delle procedure di questo tipo; vogliamo innanzitutto mostrare
come in generale queste possano essere trasformate in programmi iterativi, che non prevedono cioè
l’esecuzione di chiamate ricorsive, direttamente implementabili su macchine RASP (o RAM). Un pregio
particolare di questa traduzioneè quello di mettere in evidenza la quantità di spazio di memoria richiesto
dalla ricorsione.

Tra gli algoritmi che si possono facilmente descrivere mediante procedure ricorsive risultano di
particolare interesse la ricerca binaria e gli algoritmi di esplorazione di alberi e grafi.

5.1 Analisi della ricorsione

Una procedura che chiama se stessa, direttamente o indirettamente, viene dettaricorsiva. Consideriamo
ad esempio il seguente problema: determinare il numero massimo di parti in cuin rette dividono il piano.
Dettop(n) tale numero, il disegno di un algoritmo ricorsivo per calcolarep(n) è basato sulla seguente
propriet̀a:

1. Una retta divide il piano in due parti, cioèp(1) = 2;

2. Siap(n) il numero di parti in cuin rette dividono il piano. Aggiungendo una nuova retta,è facile
osservare che essaè intersecata in al piùn punti dalle precedenti, creando al piùn+1 nuove parti,
come si pùo osservare dalla figura 5.1.
Vale quindi: p(n+ 1) = p(n) + n+ 1

Otteniamo dunque la seguente procedura ricorsiva:

Procedura P( n)
if n = 1 then return 2

else x := P (n− 1)
return (x+ n)

Questa tecnica di disegno cerca quindi di esprimere il valore di una funzione su un dato in dipendenza
di valori della stessa funzione sui dati possibilmente “più piccoli”. Molti problemi si prestano in modo

63
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Figura 5.1: Nuove parti di piano create da una rettar.

naturale ad essere risolti con procedure ricorsive, ottenendo algoritmi risolutivi in generale semplici e
chiari.

Una difficolt̀a che sorgèe legata al fatto che il modello di macchina RAM (o RASP) nonè in grado
di eseguire direttamente algoritmi ricorsivi. Ne consegue cheè di estremo interesse trovare tecniche di
traduzione di procedure ricorsive in codice RAM e sviluppare metodi che permettano di valutare le mis-
ure di complessit̀a dell’esecuzione del codice tradotto semplicemente analizzando le procedure ricorsive
stesse. Qui delineiamo una tecnica per implementare la ricorsione su macchine RASP semplice e diret-
ta, mostrando nel contempo che il problema di stimare il tempo di calcolo del programma ottenuto può
essere ridotto alla soluzione di equazioni di ricorrenza. Questo metodo di traduzione delle procedure ri-
corsive in programmi puramente iterativi (nei quali cioè la ricorsione noǹe permessa)̀e del tutto generale
e a grandi lineèe lo stesso procedimento applicato dai compilatori che di fatto traducono in linguaggio
macchina programmi scritti in un linguaggio ad alto livello.

Cominciamo osservando che la chiamata di una proceduraB da parte diA (qui A può essere il pro-
gramma principale, oppure una procedura, oppure la proceduraB stessa) consiste essenzialmente di due
operazioni:

1. passaggio dei parametri daA aB;

2. cessione del controllo daA a B cos̀ı da permettere l’inizio della esecuzione diB conservando
in memoria il “punto di ritorno”, ciòe l’indirizzo dell’istruzione che deve essere eseguita nella
proceduraA una volta terminata l’esecuzione diB.

Si hanno ora due possibilità:

1. l’esecuzione diBpuò terminare; a questo punto viene passato adA il valore della funzione calcolata
daB (seB è una procedura di calcolo di una funzione) e l’esecuzione diA riprende dal “punto di
ritorno”;

2. B chiama a sua volta una nuova procedura.
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Come conseguenza si ha che l’ultima procedura chiamataè la prima a terminare l’esecuzione: questo
giustifica l’uso di una pila per memorizzare i dati di tutte le chiamate di procedura che non hanno ancora
terminato l’esecuzione.

Gli elementi della pila sono chiamati “record di attivazione” e sono identificati da blocchi di registri
consecutivi; ogni chiamata di procedura usa un record di attivazione per memorizzare i dati non globali
utili.

Record di attivazione:
Chiamata di A

...

Record di attivazione:
Programma Principale

Supponiamo che, come nello schema precedente, la proceduraA sia correntemente in esecuzione e
chiami la proceduraB. In questo caso l’esecuzione diB prevede le seguenti fasi:

1. Viene posto al top nella pila un nuovo “record di attivazione” per la chiamata diB di opportuna
dimensione; tale record contiene:

(a) puntatori ai parametri attuali che si trovano inA,

(b) spazio per le variabili locali diB,

(c) l’indirizzo dell’istruzione diAche deve essere eseguita quandoB termina l’esecuzione (punto
di ritorno);

(d) seB calcola una funzione, inB viene posto un puntatore a una variabile diA in cui sar̀a
memorizzato il valore della funzione calcolata daB.

2. Il controllo viene passato alla prima istruzione diB, iniziando cos̀ı l’esecuzione diB.

3. QuandoB termina l’esecuzione, il controllo ritorna adA mediante i seguenti passi:

(a) seB è una procedura che calcola una funzione, l’esecuzione ha termine con un comando
“ return E”; il valore di E viene calcolato e passato all’opportuna variabile nel record di
attivazione della chiamata diA;

(b) il “punto di ritorno” è ottenuto dal record di attivazione diB;

(c) il record di attivazione diB viene tolto dal top della pila; l’esecuzione diA può continuare.

È quindi possibile associare ad un algoritmo ricorsivo un algoritmo eseguibile su RASP (o RAM) che
calcola la stessa funzione. Tale algoritmo rappresenterà la semantica operazionale RASP dell’algoritmo
ricorsivo.

Allo scopo di disegnare schematicamente l’algoritmo, diamo per prima cosa la descrizione del record
di attivazione di una proceduraA del tipo:
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Procedura A
...

z := B(a)
(1) Istruzione

...
Se nel corso della esecuzioneA chiamaB, il record di attivazione diB viene mostrato nella figura

5.2.

Record di attivazione
della chiamata diA · · ·

Variabili locali di A

Record di attivazione
della chiamata diB c

@
@
@
@
@R

λ

Parametro formale

· · ·
Variabili locali di B cr�

�
�
�
�	

(1)I
Punto di ritorno

Figura 5.2: Esempio di record di attivazione.

Il cuore della simulazione iterativa di una procedura ricorsivaè allora delineato nel seguente schema:

R := Record di attivazione del programma principale (Main)
I := Indirizzo della prima istruzione del programma principale
Pila := PUSH(Λ, R)
repeat

N := Nome della procedura con registro di attivazione inTOP(Pila)
ist := Istruzione diNdi indirizzo I
while ist non e’ di arresto ne’ una chiamata di una procedurado

begin
Eseguiist
ist := Istruzione successiva

end
if ist e’ una chiamata diA then R := Record di attivazione della chiamata diA

I := Indirizzo della prima istruzione diA
Pila :=PUSH(Pila,R)

if ist e’ di arresto then Valuta il risultato inviandolo al programma chiamante
I := Indirizzo di ritorno
Pila := POP(Pila)

until Pila = Λ

A scopo esemplificativo, consideriamo il programma:
read (m)
z:= FIB (m)

(W) write (z)

Questo programma chiama la proceduraFIB :
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Procedura FIB (n)
if n ≤ 1 then return n

else a := n− 1
x := FIB (a)

(A) b := n− 2
y := FIB (b)

(B) return (x+ y)

Record di attivazione
del programma principale

Record di attivazione
1a chiamata FIB

Record di attivazione
2a chiamata FIB

Record di attivazione
3a chiamata FIB

3

m z
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Figura 5.3: Contenuto della pila per la proceduraFIB su ingresso3 nei primi4 passi di esecuzione.

La proceduraFIB contiene due possibili chiamate a se stessa (x := FIB (a), y := FIB (b)). Le
etichette (W), (A), (B) sono gli eventuali punti di ritorno.

È facile osservare che su ingressom il programma principale stampa l’m-esimo numero di Fibonacci
f(m), dovef(0) = 0, f(1) = 1 ef(n) = f(n− 1) + f(n− 2) pern > 1.

La figura 5.3 illustra il contenuto della pila dopo4 chiamate su ingresso3.

Affrontiamo ora il problema di analisi degli algoritmi ricorsivi: dato un algoritmo ricorsivo, stimare
il tempo di calcolo della sua esecuzione su macchina RASP (o RAM). Tale stima può essere fatta agevol-
mente senza entrare nei dettagli della esecuzione iterativa, ma semplicemente attraverso l’analisi della
procedura ricorsiva stessa.

Si procede come segue, supponendo che l’algoritmo sia descritto daM procedureP1, P2, . . . , PM ,
comprendenti il programma principale:

1. Si associa ad ogni indicek, 1 ≤ k ≤ M , la funzione (incognita)Tk(n), che denota il tempo di
calcolo diPk in funzione di qualche parametron dell’ingresso.

2. Si esprimeTk(n) in funzione dei tempi delle procedure chiamate daPk, valutati negli opportuni
valori dei parametri; a tal riguardo osserviamo che il tempo di esecuzione della istruzionez :=
Pj(a) è la somma del tempo di esecuzione della proceduraPj su ingressoa, del tempo di chiamata
di Pj (necessario a predisporre il record di attivazione) e di quello di ritorno.
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Si ottiene in tal modo un sistema diM equazioni di ricorrenza che, risolto, permette di stimareTk(n)
per tutti i k (1 ≤ k ≤ M ), ed in particolare per il programma principale. Allo studio delle equazioni di
ricorrenza sar̀a dedicato il prossimo capitolo.

A scopo esemplificativo, effettuiamo una stima del tempo di calcolo della proceduraFIB (n) col
criterio di costo uniforme. Per semplicità, supponiamo che la macchina sia in grado di effettuare una
chiamata in una unità di tempo (pìu un’altra unit̀a per ricevere il risultato). SiaTFIB(n) il tempo di
calcolo (su RAM !) della procedura ricorsivaFIB su inputn; tale valore pùo essere ottenuto attraverso
l’analisi dei tempi richiesti dalle singole istruzioni:

Procedura FIB (n)
if n ≤ 1 (Tempo : 2) then return n (Tempo : 1)

else a := n− 1 (Tempo : 3)
x := FIB (a) (Tempo : 2 + TFIB(n− 1) )

(A) b := n− 2 (Tempo : 3)
y := FIB (b) (Tempo : 2 + TFIB(n− 2) )

(B) return (x+ y) (Tempo : 4 )

Vale allora la seguente equazione di ricorrenza:
TFIB(0) = TFIB(1) = 3,
TFIB(n) = 16 + TFIB(n− 1) + TFIB(n− 2), per ognin ≥ 2.

Esercizi

1) Valutare l’ordine di grandezza dello spazio di memoria richiesto dalla procedura FIB su inputn assumen-
do il criterio di costo uniforme.

2) Svolgere l’esercizio precedente assumendo il criterio di costo logaritmico.

5.2 Ricorsione terminale

Il metodo generale per la traduzione iterativa della ricorsione descritto nella sezione precedente può
essere semplificato e reso più efficiente quando la chiamata a una proceduraè l’ultima istruzione ese-
guita dal programma chiamante. In questo caso infatti, una volta terminata l’esecuzione della procedura
chiamata, non occorre restituire il controllo a quella chiamante.

Per descrivere la traduzione iterativa di questa ricorsione, denotiamo rispettivamente conA e B
la procedura chiamante e quella chiamata e supponiamo che la chiamata diB sia l’ultima istruzione
del programmaA. Possiamo allora eseguire la chiamata aB semplicemente sostituendo il record di
attivazione diA con quello diB nella pila e aggiornando opportunamente l’indirizzo di ritorno alla
procedura che ha chiamatoA; il controllo passer̀a cos̀ı a quest’ultima una volta terminata l’esecuzione di
B. In questo modo si riduce il numero di record di attivazione mantenuti nella pila, si risparmia tempo
di calcolo e spazio di memoria rendendo quindi più efficiente l’implementazione.

Questo tipo di ricorsione viene chiamataricorsione terminale. Un caso particolarmente semplice si
verifica quando l’algoritmòe formato da un’unica procedura che richiama se stessa all’ultima istruzione.
In tale situazione non occorre neppure mantenere una pila per implementare la ricorsione perchè nonè
necessario riattivare il programma chiamante una volta terminato quello chiamato.

Il seguente schema di procedura rappresenta un esempio tipico di questo caso. Consideriamo una
proceduraF , dipendente da un parametrox, definita dal seguente programma:
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Procedura F (x)
if C(x) then D

else begin
E
y := g(x)
F (y)

end

Qui C(x) è una condizione che dipende dal valore dix, mentreE e D sono opportuni blocchi di
istruzioni. La funzioneg(x) invece determina un nuovo valore del parametro di input per laF di
dimensione ridotta rispetto a quello dix.

Allora, sea è un qualunque valore perx, la chiamataF (a) è equivalente alla seguente procedura:

begin
x := a
while ¬C(x) do

begin
E
x := g(x)

end
D

end

5.2.1 Ricerca binaria

Consideriamo il seguente problema di ricerca:

Istanza: un vettore ordinatoB di n interi e un numero interoa;

Soluzione: un interok ∈ {1, 2, . . . , n} tale cheB[k] = a, se tale intero esiste,0
altrimenti.

Il problema pùo essere risolto applicando il noto procedimento di ricerca binaria. Questo consiste nel
confrontarea con l’elemento del vettoreB di indice k = bn+1

2 c. Se i due elementi sono uguali si
restituisce l’intero k; altrimenti, si prosegue la ricerca nel sottovettore di sinistra,(B[1], . . . , B[k − 1]),
o in quello di destra,(B[k + 1], . . . , B[n]), a seconda sea < B[k] oppurea > B[k].

Il procedimentòe definito in maniera naturale mediante la procedura ricorsiva Ricercabin(i, j) che
descriviamo nel seguito. Questa svolge la ricerca nel sottovettore delle componenti diB comprese tra
gli indici i e j, 1 ≤ i ≤ j ≤ n, supponendo i parametria eB come variabili globali.
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Procedura Ricercabin(i, j)
if j < i then return 0

else begin
k := b i+j

2 c
if a = B[k] then return k

else if a < B[k] then return Ricercabin(i, k − 1)
else return Ricercabin(k + 1, j)

end

L’algoritmo che risolve il problemàe quindi limitato alla chiamata Ricercabin(1, n). La sua analisìe
molto semplice poich́e , nel caso peggiore, a ogni chiamata ricorsiva la dimensione del vettore su cui si
svolge la ricerca viene dimezzata. Assumendo quindi il criterio di costo uniforme l’algoritmo termina in
O(log n) passi.

Cerchiamo ora di descrivere una versione iterativa dello stesso procedimento. Osserviamo che il
programma appena descritto esegue una ricorsione terminale e questaè l’unica chiamata ricorsiva della
procedura. Applicando allora il procedimento definito sopra otteniamo il seguente programma iterativo
nel quale non viene utilizzata alcuna pila.

begin
i := 1
j := n
out := 0
while i ≤ j ∧ out = 0 do

begin
k := b i+j

2 c
if a = B[k] then out := k

else if a < B[k] then j := k − 1
else i := k + 1

end
return out

end

Osserva che lo spazio di memoria richiesto da quest’ultima procedura, escludendo quello necessario per
mantenere il vettoreB di ingresso,̀eO(1) secondo il criterio uniforme.

5.3 Attraversamento di alberi

I procedimenti di visita dei nodi di un albero ordinato descritti nel capitolo precedente sono facilmente
definiti mediante procedure ricorsive che ammettono semplici traduzioni iterative. Si tratta di algoritmi
che hanno una loro importanza intrinseca perchè sono utilizzati in numerose applicazioni dato il largo
uso degli alberi per rappresentare insiemi di dati organizzati gerarchicamente.

Supponiamo di voler visitare secondo l’ordine anticipato (preordine) i nodi di un albero ordinato
T , di radicer, definito mediante una famiglia di liste di adiacenzaL(v), una per ogni verticev di
T . Supponiamo inoltre cheT abbian nodi rappresentati mediante i primin interi positivi. Vogliamo
associare, ad ogni nodov, il numero d’ordine div secondo la numerazione anticipata (cioè il numero
di nodi visitati prima div incrementato di 1). L’algoritmo nella sua versione ricorsivaè definito dalla
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inizializzazione di una variabile globalec che indica il numero d’ordine del nodo corrente da visitare e
dalla chiamata della procedura Visita(r).

begin
c := 1
Visita(r)

end

La procedura Visitàe data dal seguente programma ricorsivo che utilizza, come variabile globale, il
vettoreN di n componenti e, per ogni nodov, calcola inN [v] il numero d’ordine div.

Procedura Visita(v)
begin

N [v] := c
c := c+ 1
for w ∈ L(v) do Visita(w)

end

Descriviamo ora la traduzione iterativa dell’algoritmo applicando il metodo illustrato nella sezione
precedente. Il procedimentòe basato sulla gestione della pilaS che conserva semplicemente una lista
di nodi per mantenere la traccia delle chiamate ricorsive. In questo caso infatti l’unica informazione
contenuta in ogni record di attivazioneè costituita dal nome del nodo visitato.

begin
v := r
c := 1
S := Λ

(1) N [v] := c
c := c+ 1

(2) if IS EMPTY(L(v)) = 0 then
begin

w :=TESTA(L(v))
L(v) :=TOGLI IN TESTA(L(v))
S :=PUSH(S, v)
v := w
go to (1)

end
else if IS EMPTY(S) = 0 then

begin
v :=TOP(S)
S :=POP(S)
go to (2)

end
end

Nota che l’istruzione di etichetta (2) rappresenta il punto di ritorno di ogni chiamata ricorsiva mentre
quella di etichetta (1) corrisponde all’inizio della procedura ricorsiva Visita(v).
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Questa versione iterativa può tuttavia essere migliorata tenendo conto delle chiamate terminali. Infat-
ti nella procedura ricorsiva la chiamata Visita(w), quandow rappresenta l’ultimo figlio del nodov, è l’ul-
tima istruzione del programma. Possiamo cosı̀ modificare la versione iterativa dell’algoritmo ottenendo
il seguente programma (nel quale si sono anche eliminati i comandigo to ).

begin
v := r
N [v] := 1
c := 2
S := Λ
out := 0
repeat

while IS EMPTY(L(v)) = 0 then
begin

w :=TESTA(L(v))
L(v) :=TOGLI IN TESTA(L(v))
if IS EMPTY(L(v)) = 0 then S :=PUSH(S, v)
v := w
N [v] := c
c := c+ 1

end

if IS EMPTY(S) = 0 then

{
v :=TOP(S)
S :=POP(S)

else out := 1
until out = 1

end

È facile verificare che gli algoritmi precedenti permettono di visitare un albero ordinato din nodi in
Θ(n) passi, assumendo il criterio uniforme. Nel caso peggiore anche lo spazio richiesto dalla pilaS è
Θ(n). Invece nel caso migliore, applicando la procedura che implementa la ricorsione terminale, la pila
S rimane vuota e quindi non richiede alcuna quantità di spazio. Questo si verifica quando l’albero di
ingressòe formato da un cammino semplice.

Esercizi

1) Applicando opportune procedure di attraversamento, definire un algoritmo per ciascuno dei seguenti
problemi aventi per istanza un albero ordinatoT :

- calcolare il numero di discendenti di ogni nodo diT ;
- calcolare l’altezza di ciascun nodo diT ;
- calcolare la profondit̀a di ciascun nodo diT .

2) Considera il seguente problema:

Istanza: un albero ordinatoT di n nodi e un interok, 1 ≤ k ≤ n;
Soluzione: il nodov di T che rappresenta ilk-esimo vertice diT secondo la numerazione

posticipata (post-ordine).

Definire una procedura ricorsiva per la sua soluzione senza applicare un attraversamento completo dell’albero
in input.

3) Definire una proceduranonricorsiva per risolvere il problema definito nell’esercizio precedente.
4) Definire una procedura ricorsiva che attraversa un albero binario visitando ogni nodo interno prima e dopo

aver visitato i suoi eventuali figli.
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5) Descrivere una proceduranonricorsiva per risolvere il problema posto nell’esercizio precedente.
6) Tenendo conto dell’algoritmo definito nella sezione 4.6.3, definire una proceduranonricorsiva per risol-

vere il seguente problema:

Istanza: un albero binarioT di n nodi, rappresentato da due vettorisinedesdi dimensionen;
Soluzione: per ogni nodov di T il numero d’ordine div secondo la numerazione simmetrica

(inorder).

Su quali input la pila gestita dall’algoritmo rimane vuota?
7) Supponendo che i nodi diT siano rappresentati dai primin interi positivi, determinare l’ordine di grandez-

za del tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti dalla procedura precedente assumendo il criterio di
costo logaritmico.

8) Descrivere una procedura per verificare se due alberi ordinati sono isomorfi.

5.4 Attraversamento di grafi

Molti classici algoritmi su grafi sono basati su procedimenti che permettono di visitare tutti i nodi uno
dopo l’altro. Per compiere questa visita esistono due strategie principali, chiamate rispettivamente at-
traversamentoin profondit̀a (depth-first search) e attraversamentoin ampiezza(breadth-first search).
Esse danno luogo a procedure di base molto comuni che hanno importanza notevole in svariate appli-
cazioni. Abbiamo gìa descritto nel capitolo precedente una procedura per l’attraversamento in ampiezza
di un grafo. Descriviamo ora una procedura per l’attraversamento in profondità. Dal punto di vista
metodologico questo procedimento può essere espresso in maniera naturale mediante una procedura
ricorsiva, che possiamo quindi analizzare applicando i metodi presentati in questo capitolo.

5.4.1 Visita in profondità

Intuitivamente nell’attraversamento in profondità si visita ciascuna componente connessa del grafo par-
tendo da un nodos e percorrendo un cammino, il più lungo possibile, fino a quando si giunge in un
vertice nel quale tutti i nodi adiacenti sono gia’ stati visitati; a questo punto si risale il cammino fino al
primo nodo che ammette un vertice adiacente non ancora visitato e si ricomincia il procedimento di visi-
ta seguendo un nuovo cammino con lo stesso criterio. L’attraversamento termina quando tutti i percorsi
ignorati nelle varie fasi della visita sono stati considerati. Nota che l’unione dei lati percorsi in questo
modo forma un albero con radice che connette tutti i nodi della componente connessa considerata e i
cui lati sono anche lati del grafo di partenza. Cosı̀ l’algoritmo costruisce automaticamente una foresta di
copertura del grafo di ingresso che chiamiamo foresta di coperturain profondit̀a . Se il grafoè connesso
questa si riduce ad un albero e parleremo allora dialberodi copertura in profondit̀a (depth first spanning
tree).

L’algoritmo pùo essere formalmente descritto nel modo seguente. Consideriamo un grafo non orien-
tatoG = 〈V,E〉, rappresentato da liste di adiacenza. Usando la solita notazione, denotiamo conL(v) la
lista di adiacenza del nodov, per ogniv ∈ V . L’algoritmo visita i nodi del grafo secondo il criterio sopra
descritto e costruisce la relativa foresta di copertura fornendo in uscita la listaU dei suoi lati. Il procedi-
mento pùo essere descritto mediante un programma principale che richiama una procedura ricorsiva per
visitare i nodi di ogni componente connessa e determinare i lati del corrispondente albero di copertura.
Inizialmente tutti i nodi sono marcati opportunamente in modo da riconoscere successivamente i vertici
che non sono ancora stati visitati.
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begin
U := Λ
for v ∈ V do marcav come “nuovo”
for v ∈ V do if v marcato “nuovo”then Profondita’(v)
return U

end

Procedure Profondita’(v)
begin

visita il nodov
marcav come “vecchio”
for w ∈ L(v) do

if w marcato “nuovo”then
begin

U := INSERISCI IN TESTA({v, w}, U)
Profondita’(w)

end
end

L’algoritmo quindi partiziona l’insieme dei latiE del grafoG in due sottoinsiemi: quelli che si
trovano nella listaU in uscita, e quindi appartengono alla foresta di copertura costruita, e quelli che non
vi appartengono.̀E facile verificare che ogni lato che non si trova inU al termine della procedura deve
congiungere due nodi che sono uno successore dell’altro in un qualche albero della foresta (i due vertici
devono ciòe trovarsi sullo stesso cammino dalla radice a uno dei due nodi).

Esempio 5.1
Applichiamo l’algoritmo al grafoG descritto nella seguente figura.
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Supponiamo che nel programma principale i nodi vengano considerati in ordine alfabetico e che nello stesso ordine siano
disposti i vertici in ciascuna lista di adiacenza. Allora la foresta di copertura ottenuta ha per radici i nodia ed edè formata dai
seguenti alberi ai quali abbiamo aggiunto (tratteggiati) i lati diG che non fanno parte della foresta calcolata.
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L’analisi dell’algoritmoè semplice. Assumiamo nuovamente il criterio uniforme e supponiamo che
la visita di ogni nodo richieda tempo costante. Se il grafo di ingresso possieden nodi em lati, allora
si eseguonoΘ(n + m) passi. Infatti il costo dell’algoritmòe dato dalle marcature iniziali dei nodi,
dalle chiamate alla proceduraProfondita’ effettuate dal programma principale, e dal costo complessivo
di ciascuna di queste. Chiaramente le prime due quantità sonoΘ(n). La terza invecèe determinata
dalla somma delle lunghezza delle listeL(v) poich́e ogni chiamataProfondita’(v) esegue un numero
costante di operazioni per ogni elemento diL(v); essendo tale somma pari a due volte il numero dei lati,
otteniamo un costoΘ(m). Osserviamo che per grafi sparsi, cioè con un piccolo numero di lati, nei quali
possiamo assumerem = O(n), il tempo di calcolo risulta lineare rispetto al numero di nodi.

Per quanto riguarda lo spazio di memoria osserviamo che, oltre allo spazioO(n + m) necessario
per mantenere il grafo di input, occorre riservare un certo numero di celle per mantenere la pila che
implementa la ricorsione. Quest’ultima, nel caso peggiore, può raggiungere una lunghezza proporzionale
al numero di nodi e quindi una quantitàO(n).

Descriviamo ora la versione iterativa dell’algoritmo precedente, nella quale compare esplicitamente
la pilaS che implementa la ricorsione e che di fatto mantiene (nell’ordine appropriato) i nodi già visitati
ma i cui vertici adiacenti non sono ancora stati tutti considerati. Il programma principaleè del tutto
simile al precedente e si ottiene semplicemente sostituendo la chiamata alla proceduraProfondita’(v)
con quella alla nuova procedura che chiameremoProfondita’ it(v).

Procedure Profondita’ it(v)
begin

visita il nodov
marcav come “vecchio”
S := PUSH(Λ, v)
u := v
repeat

while L(u) 6= Λ do
begin

w := TESTA(L(u))
L(u) := TOGLI IN TESTA(L(u))
if w e’ marcato “nuovo”then
begin

visita il nodow
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marcaw come “vecchio”
U := INSERISCI IN TESTA({u,w}, U)
S := PUSH(S,w)
u := w

end
end

S := POP(S)
if S 6= Λ then u := TOP(S)

until S = Λ
end

Esercizi

1) Definire un algoritmo per l’attraversamento in profondità dei grafi orientati. In quale caso l’algoritmo
produce un albero di copertura?

2) Definire una versione iterativa dell’algoritmo di attraversamento in profondità che tenga conto della
ricorsione terminale. Per quali input (grafi din nodi) lo spazio occupato dalla pilaèO(1)?



Capitolo 6

Equazioni di ricorrenza

Molti classici algoritmi possono essere descritti mediante procedure ricorsive. Di conseguenza l’analisi
dei relativi tempi di calcolòe ridotta alla soluzione di una o più equazioni di ricorrenza nelle quali si
esprime il terminen-esimo di una sequenza in funzione dei precedenti. Questo capitolo e il successivo
sono dedicati alla presentazione delle principali tecniche utilizzate per risolvere equazioni di questo tipo
o almeno per ottenere una soluzione approssimata.

6.1 Analisi di procedure ricorsive

Supponiamo di dover analizzare dal punto di vista della complessità un algoritmo definito mediante un
insieme di procedureP1, P2, · · · , Pm, che si richiamano ricorsivamente fra loro. L’obiettivo dell’analisi
è quello di stimare, per ognii = 1, 2, . . . ,m, la funzioneTi(n) che rappresenta il tempo di calcolo imp-
iegato dallai-ma procedura su dati di dimensionen. Se ogni procedura richiama le altre su dati di dimen-
sione minore, sarà possibile esprimereTi(n) come funzione dei valoriTj(k) tali chej ∈ {1, 2, . . . ,m}
ek < n.

Per fissare le idee, supponiamo di avere una sola proceduraP che chiama se stessa su dati di dimen-
sione minore. SiaT (n) il tempo di calcolo richiesto daP su dati di dimensionen (nell’ipotesi “caso
peggiore” oppure nell’ipotesi “caso medio”). Sarà in generale possibile determinare opportune funzioni
f1, f2, . . . , fn, . . ., in 1, 2, . . . , n, . . . variabili rispettivamente, tali che:

(1) T (n) = fn(T (n− 1), · · · , T (2), T (1), T (0)) (n > 1)
o almeno tale che

(2) T (n) ≤ fn(T (n− 1), · · · , T (2), T (1), T (0))

Relazioni del precedente tipo sono detterelazioni di ricorrenzae in particolare quelle di tipo (1) sono
detteequazioni di ricorrenza. Si osservi che data la condizione al contornoT (0) = a, esiste un’unica
funzioneT (n) che soddisfa (1).

L’analisi di un algoritmo ricorsivo prevede quindi due fasi:

1. Deduzione di relazioni di ricorrenza contenenti come incognita la funzioneT (n) da stimare.

2. Soluzione delle relazioni di ricorsività stesse.

Consideriamo per esempio il problema di valutare il tempo di calcolo delle seguenti procedure
assumendo il criterio di costo uniforme:

77
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Procedure B(n)
begin

S := 0;
for i = 0, 1, . . . , n do S := S +A(i);
return S;

end

Procedure A(n)
if n = 0 then return 0 ;

else


u := n− 1;
b := n+A(u);
return b ;

Osserviamo innanzitutto che la proceduraB richiamaA, mentreA richiama se stessa. Per semplicità,
assumiamo uguale ac il tempo di esecuzione di ogni istruzione ad alto livello e denotiamo conTB(n)
eTA(n) rispettivamente il tempo di calcolo dell’esecuzione diB eA su inputn. Allora si ottengono le
seguenti equazioni:

TB(n) = c+
n∑

i=0

(c+ TA(i)) + c

TA(n) =

{
2c sen = 0
c+ (c+ TA(n− 1)) sen ≥ 1

Il problema di analisìe allora ridotto alla soluzione dell’equazione di ricorrenza relativa ai valoriTA(n),
n ∈ IN.

Lo sviluppo di tecniche per poter risolvere equazioni o relazioni di ricorrenzaè quindi un importante
e preliminare strumento per l’analisi di algoritmi e le prossime sezioni sono dedicate alla presentazione
dei principali metodi utilizzati.

Esercizio
Scrivere le equazioni di ricorrenza dei tempi di calcolo delle procedureA e B definite sopra assumendo il
criterio di costo logaritmico.

6.2 Maggiorazioni

Cominciamo presentando una semplice tecnica per affrontare il seguente problema: data una relazione
di ricorrenza {

T (n) ≤ fn(T (n− 1), · · · , T (2), T (1), T (0)) (n ≥ 1)
T (0) = a

e data una funzioneg : IN → IR+, decidere seT (n) ≤ g(n) per ognin ∈ IN.
Una parziale risposta può essere ottenuta dalla seguente proprietà.

Proposizione 6.1Consideriamo una funzioneT (n) che soddisfi la seguente relazione:{
T (n) ≤ fn(T (n− 1), · · · , T (2), T (1), T (0)) (n ≥ 1)
T (0) = a
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dove, per ognin ≥ 1, la funzionefn(x1, x2, . . . , xn) sia monotona non decrescente in ogni variabile.
Supponiamo inoltre che, per una opportuna funzioneg : IN → IR+, siafn(g(n − 1), . . . , g(0)) ≤ g(n)
per ognin ≥ 1 eg(0) = a. Allora T (n) ≤ g(n).

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sun ∈ IN. Pern = 0 la propriet̀a è verificata per ipote-
si. Supponiamo cheg(k) ≥ T (k) per k < n, dimostriamo cheg(n) ≥ T (n). Infatti, a causa della
monotonia difn:

T (n) ≤ fn(T (n− 1), · · · , T (0)) ≤ fn(g(n− 1), · · · , g(0)) ≤ g(n)

Osserviamo che seT (n) è una funzione che verifica la relazione di ricorrenza definita nella propo-
sizione precedente allora, per ognin ∈ IN, T (n) ≤ X(n), doveX(n) è definita dall’equazione di
ricorrenza associata:

X(n) =

{
a sen = 0
fn(X(n− 1), ..., X(0)) sen ≥ 1

In questo modo possiamo ridurre lo studio delle relazioni di ricorrenza a quello delle equazioni di
ricorrenza.

Un’ulteriore applicazione della proposizione 6.1è data dal seguente corollario che sarà utilizzato
nell’analisi di procedure di calcolo delle mediane (sez. 8.6).

Corollario 6.2 Date due costantiα eβ, tali che0 < α+ β < 1, siaT (n) una funzione che soddisfa la
relazione {

T (n) ≤ T (bαnc) + T (bβnc) + n sen ≥ 1
T (0) = 0 sen = 0

Allora esiste una costantec tale cheT (n) ≤ c · n.

Dimostrazione. Infatti c · 0 = 0 per ognic; quindi, per applicare la proposizione precedente, basta
determinare una costantec tale che

c · (bα · nc) + c · (bβ · nc) + n ≤ c · n per ognin ≥ 1

Questa disuguaglianzaè verificata se

c ≥ 1
1− α− β

Nota che in questo modo abbiamo provato cheT (n) = O(n).

6.3 Metodo dei fattori sommanti

Con questa sezione iniziamo lo studio delle equazioni di ricorrenza più comuni nell’analisi degli al-
goritmi. In generale il nostro obiettivòe quello di ottenere una valutazione asintotica della soluzione
oppure, pìu semplicemente, una stima dell’ordine di grandezza. Tuttavia sono stati sviluppati in let-
teratura vari metodi che permettono di ricavare la soluzione esatta di una ricorrenza. In alcuni casi
poi l’equazione di ricorrenzàe particolarmente semplice e si può ottenere la soluzione esatta iterando
direttamente l’uguaglianza considerata.
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Consideriamo per esempio la seguente equazione di ricorrenza:

T (n) =

{
0 sen = 0
T (n− 1) + 2n sen ≥ 1

Poich́e , per ognin ≥ 2, T (n−1) = T (n−2)+2(n−1), sostituendo questa espressione nell’equazione
precedente si ricava:

T (n) = 2n+ 2(n− 1) + T (n− 2).

Iterando questa sostituzione perT (n− 2), perT (n− 3) e cos̀ı via, si ricava

T (n) = 2n+ 2(n− 1) + . . .+ 2(1) + T (0) =

= 2
n∑

i=1

i = n(n+ 1)

Esempio 6.1
Vogliamo determinare il numero esatto di confronti eseguito dalla procedura di ricerca binaria descritta nella sezione 5.2.1. Per
semplicit̀a supponiamo che un confronto tra due numeri possa fornire tre risultati a seconda se i due elementi siano uguali, il
primo minore del secondo, oppure viceversa il secondo minore del primo. Sian la dimensione del vettore su cui si svolge la
ricerca e siaT (n) il numero di confronti eseguiti nel caso peggiore. Quest’ultimo si verifica quando la procedura esegue un
confronto e richiama se stessa su un sottovettore di lunghezzabn

2
c e questo evento si ripete per tutte le chiamate successive.

Allora T (n) soddisfa la seguente equazione:

T (n) =

{
1 sen = 1
T (bn

2
c) + 1 sen ≥ 2

Ricordando le proprietà delle parti intere definite nel capitolo 2 e applicando il procedimento iterativo descritto sopra, per ogni
interon tale che2k ≤ n < 2k+1, si ricava

T (n) = 1 + T (bn/2c) = 2 + T (bn/22c) = . . . = k + T (bn/2kc) = k + 1

Poich́e per definizionek = blog2 nc si ottieneT (n) = blog2 nc+ 1.

Esempio 6.2
Sia

T (n) =

{
1 sen = 0
n+k−1

n
T (n− 1) sen ≥ 1

Sviluppando l’equazione secondo il metodo descritto otteniamo

T (n) =
n + k − 1

n
T (n− 1) =

n + k − 1

n

n + k − 2

n− 1
T (n− 2) = . . . =

=
n + k − 1

n

n + k − 2

n− 1
. . .

k

1
T (0).

Quindi la soluzione ottenutàe

T (n) =

(
n + k − 1

n

)

Negli esempi precedenti abbiamo di fatto applicato un metodo generale per risolvere una classe di
equazioni (lineari del primo ordine) chiamatometodo dei fattori sommanti. Questo pùo essere descritto
in generale nel modo seguente. Date due sequenze{an} e{bn}, consideriamo l’equazione

T (n) =

{
b0 sen = 0
anT (n− 1) + bn sen ≥ 1
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Sviluppando l’equazione otteniamo

T (n) = bn + an(bn−1 + an−1T (n− 2)) =
= bn + anbn−1 + anan−1(bn−2 + an−2T (n− 3)) = . . . =

= bn + anbn−1 + anan−1bn−2 + · · ·+ (
n∏

j=2

aj)b1 + (
n∏

j=1

aj)b0 =

= bn +
n−1∑
i=0

bi n∏
j=i+1

aj

 .
L’ultima uguaglianza fornisce allora l’espressione esplicita della soluzione.

Esercizi

1) Ricordando l’Esempio 2.3 determinare la soluzione dell’equazione

T (n) =

{
0 sen = 0
2T (n− 1) + 2n sen ≥ 1

2) SiaT (n) il numero di nodi di un albero binario completo di altezzan ∈ IN. EsprimereT (n) mediante
una equazione di ricorrenza e risolverla applicando il metodo illustrato.

6.4 Equazioni “divide et impera”

Un’importante classe di equazioni di ricorrenzaè legata all’analisi di algoritmi del tipo “divide et im-
pera” trattati nel capitolo 10. Ricordiamo che un algoritmo di questo tipo suddivide il generico input di
dimensionen in un certo numero (m) di sottoistanze del medesimo problema, ciascuna di dimensione
n/a (circa) per qualchea > 1; quindi richiama ricorsivamente se stesso su tali istanze ridotte e poi
ricompone i risultati parziali ottenuti per determinare la soluzione cercata.

Il tempo di calcolo di un algoritmo di questo tipoè quindi soluzione di una equazione di ricorrenza
della forma

T (n) = mT

(
n

a

)
+ g(n)

doveg(n) è il tempo necessario per ricomporre i risultati parziali in un’unica soluzione. Questa sezione
è dedicata alla soluzione di equazioni di ricorrenza di questa forma per le funzionig(n) più comuni.

Teorema 6.3 Sianom,a, b e c numeri reali positivi e supponiamoa > 1. Per ognin potenza dia, sia
T (n) definita dalla seguente equazione:

T (n) =

{
b sen = 1
mT (n

a ) + bnc sen > 1.

Allora T (n) soddisfa le seguenti relazioni:

T (n) =


Θ(nc) sem < ac

Θ(nc log n) sem = ac

Θ(nloga m) sem > ac
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Dimostrazione. Sian = ak per un opportunok ∈ IN. Allora, sviluppando l’equazione di ricorrenza,
otteniamo

T (n) = bnc +mT (
n

a
) =

= bnc +mb
nc

ac
+m2T (

n

a2
) =

= bn+ bncm

ac
+ bncm

2

a2c
+m3T (

n

a3
) = · · · =

= bnc(1 +
m

ac
+
m2

a2c
+ · · ·+ mk−1

a(k−1)c
) +mkT (1) =

= bnc
loga n∑
j=0

(
m

ac
)j

Chiaramente sem < ac la serie
∑+∞

j=0(
m
ac )j è convergente e quindiT (n) = Θ(nc).

Se invecem = ac, la sommatoria precedente si riduce aloga n+ 1 e quindiT (n) = Θ(nc log n).
Se infinem > ac, abbiamo

loga n∑
j=0

(
m

ac

)j

=
( m

ac )loga n+1 − 1
m
ac − 1

= Θ(nloga m−c)

e quindi otteniamoT (n) = Θ(nloga m).

Notiamo che in questa dimostrazione non abbiamo sfruttato l’ipotesi chen sia un numero intero. Il
risultato vale quindi per funzioni di una variabile realen purch̀e definita sulle potenze dia.

L’espressione asintotica diT (n) ottenuta nel teorema precedente e il successivo termine O grande
possono essere facilmente calcolati considerando il valore esatto della sommatoria

loga n∑
j=0

(
m

ac

)j

nella dimostrazione appena presentata.

6.4.1 Parti intere

Nel teorema precedente abbiamo risolto le equazioni di ricorrenza solo per valori din potenza di qualche
a > 1. Vogliamo ora stimare le soluzioni per un interon qualsiasi. In questo caso nelle equazioni di
ricorrenza compaiono le espressionid· · ·e e b· · ·c che denotano le parti intere dei numeri reali, definite
nel capitolo 2.

Per esempio, consideriamo l’algoritmo Mergesort descritto nella sezione 10.3. Tale algoritmo ordina
un vettore din elementi spezzando il vettore in due parti di dimensionebn/2c e dn/2e rispettivamente;
quindi richiama se stesso sui due sottovettori e poi “immerge” le due soluzioni. Cosı̀, si pùo verificare
che il numeroM(n) di confronti eseguiti per ordinaren elementi, doven è un qualsiasi intero positivo,
soddisfa la seguente ricorrenza:

M(n) =

{
0 sen = 1
M(bn

2 c) +M(dn
2 e) + n− 1 sen > 1.
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In generale le equazioni del tipo “divide et impera” nelle quali compaiono le parti intere possono
essere trattate usando il seguente risultato che estende l’analoga valutazione asintotica ottenuta in prece-
denza.

Teorema 6.4 Sianoa, b e c numeri reali positivi e supponiamoa > 1. Consideriamo inoltre due interi
m1,m2 ∈ IN tali chem1 + m2 > 0 e, per ogni interon > 0, definiamoT (n) mediante la seguente
equazione:

T (n) =

{
b sen = 1
m1T (bn

a c) +m2T (dn
a e) + bnc sen > 1.

Allora, postom = m1 +m2, T (n) soddisfa le seguenti relazioni:

T (n) =


Θ(nc) sem < ac

Θ(nc log n) sem = ac

Θ(nloga m) sem > ac

Dimostrazione. Si prova il risultato nel casom1 = 0, m2 = m > 0 ottenendo cos̀ı un limite superiore
al valore diT (n). (Nello stesso modo si dimostra il risultato nel casom2 = 0, m1 = m > 0 ottenendo
un limite inferiore.) Supponi chem1 = 0 e siak = bloga nc. Chiaramenteak ≤ n < ak+1. Poich́e
{T (n)} è una sequenza monotona non decrescente, sappiamo cheT (ak) ≤ T (n) ≤ T (ak+1). I valori
di T (ak) e di T (ak+1) possono essere valutati usando il teorema 6.3: nel casom < ac esistono due
constantic1 e c2 tali che

T (ak) ≥ c1a
kc + o(akc) ≥ c1

ac
nc + o(nc),

T (ak+1) ≤ c2a
(k+1)c + o(a(k+1)c) ≤ c2a

cnc + o(nc).

Sostituendo i valori ottenuti nella diseguaglianza precedente si deduceT (n) = Θ(nc). I casim = ac e
m > ac si trattano in maniera analoga.

Esercizi

1) Considera la sequenza{A(n)} definita da

A(n) =

{
1 sen = 1
3A(dn

2
e) + n− 1 sen > 1.

Calcolare il valore diA(n) per ogni interon potenza di2. Determinare l’ordine di grandezzaA(n) per n
tendente a+∞.

2) Considera la sequenza{B(n)} definita dall’equazione

B(n) =

{
1 sen = 1
2B(bn

2
c) + n−

√
n sen > 1.

Determinare il valore diB(n) per ognin potenza di2. Stimare l’ordine di grandezza diB(n) al crescere din.
3) Sianom, a numeri reali positivi e supponiamoa > 1. Per ognix ∈ IR, definiamoC(x) mediante la

seguente equazione:

C(x) =

{
0 sex ≤ 1
mC(x

a
) + x2 − x sex > 1.

Determinare, al variare delle costantia em, l’ordine di grandezza diC(x) perx tendente a+∞.
4) Sia{D(n)} una sequenza di interi definita dall’equazione

D(n) =

{
1 sen ≤ 1
2D(bn

2
c) + n log n sen > 1.

Determinare, l’ordine di grandezza diD(n) al crescere din a+∞.
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6.5 Equazioni lineari a coefficienti costanti

Un’altra famiglia di equazioni di ricorrenza che compaiono sovente nell’analisi degli algoritmiè quella
delle equazioni lineari a coefficienti costanti. Queste sono definite da uguaglianze della forma

a0tn + a1tn−1 + · · ·+ aktn−k = gn (6.1)

dove{tn} è la sequenza incognita (che per semplicità sostituiamo alla funzioneT (n)), k, a0, a1, . . . , ak

sono costanti e{gn} è una qualunque sequenza di numeri. Una sequenza di numeri{tn} si dice soluzione
dell’equazione se la (6.1)̀e soddisfatta per ognin ≥ k. Chiaramente le varie soluzioni si differenziano
per il valore dei primik termini.

Un’equazione di questo tipo si diceomogenease gn = 0 per ogni n ∈ IN. In questo caso esiste una
nota regola generale che permette di ottenere esplicitamente tutte le soluzione dell’equazione. Inoltre,
anche nel caso non omogeneo, per le sequenze{gn} più comuni,è possibile definire un metodo per
calcolare la famiglia delle soluzioni.

6.5.1 Equazioni omogenee

Per illustrare la regola di soluzione nel caso omogeneo consideriamo un esempio specifico dato dalla
seguente equazione:

tn − 7tn−1 + 10tn−2 = 0 (6.2)

Cerchiamo innanzitutto soluzioni della formatn = rn per qualche costanter. Sostituendo tali valori
l’equazione diventa

rn−2(r2 − 7r + 10) = 0

che risulta verificata per le radici del polinomior2 − 7r + 10, ovvero perr = 5 e r = 2. L’equazione
r2−7r+10 = 0 è chiamataequazione caratteristicadella ricorrenza 6.2. Ne segue allora che le sequenze
{5n} e{2n} sono soluzioni di (6.2) e quindi, comeè facile verificare, lòe anche la combinazione lineare
{λ5n + µ2n} per ogni coppia di costantiλ eµ.

Mostriamo ora che ogni soluzione non nulla{cn} della (6.2)è combinazione lineare di{5n} e{2n}.
Infatti, per ognin ≥ 2, possiamo considerare il sistema di equazioni lineari

5n−1x+ 2n−1y = cn−1

5n−2x+ 2n−2y = cn−2

nelle incognitex, y. Questo ammette un’unica soluzionex = λ, y = µ poich́e il determinante dei
coefficienti è diverso da0. Otteniamo cos̀ı espressioni dicn−1 e cn−2 in funzione di5n e 2n. Di
conseguenza, sostituendo queste ultime incn − 7cn−1 + 10cn−2 = 0 e ricordando che anche{5n} e
{2n} sono soluzioni di (6.2), si ottiene

cn = λ5n + µ2n.

È facile verificare che i valori diλ eµ ottenuti non dipendono dan e possono essere ricavati considerando
il sistema pern = 2. Cos̀ı la relazione precedenteè valida per tutti glin ∈ IN.

Come abbiamo visto, le soluzioni dell’equazione di ricorrenza considerata sono ottenute mediante le
radici dell’equazione caratteristica associata. Se le radici sono tutte distinte questa proprietà è del tutto
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generale e pùo essere estesa a ogni equazione di ricorrenza lineare omogenea a coefficienti costanti, cioè
ad ogni equazione della forma

a0tn + a1tn−1 + · · ·+ aktn−k = 0, (6.3)

dovek, a0, a1, . . . , ak sono costanti. Chiaramente,l’equazione caratteristicadella relazione (6.3)̀e

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ ak = 0.

Teorema 6.5 Sia
a0tn + a1tn−1 + · · ·+ aktn−k = 0

un’equazione di ricorrenza lineare omogenea a coefficienti costanti e supponiamo che la sua equazione
caratteristica abbiak radici distinter1, r2, . . . , rk. Allora le soluzioni dell’equazione data sono tutte e
sole le sequenze{tn} tali che, per ognin ∈ IN,

tn = λ1r
n
1 + λ2r

n
2 + · · ·+ λkr

n
k

doveλ1, λ2, . . . , λk sono costanti arbitrarie.

Dimostrazione. Il teorema pùo essere dimostrato applicando lo stesso ragionamento presentato nel-
l’esempio precedente. Si mostra innanzitutto che l’insieme delle soluzioni dell’equazione forma uno
spazio vettoriale di dimensionek e poi si prova che lek soluzioni{rn

1 }, {rn
2 }, . . . , {rn

k} sono linearmente
indipendenti e formano quindi una base dello spazio stesso.

Esempio 6.3 Numeri di Fibonacci
Considera la sequenza{fn} dei numeri di Fibonacci, definita dall’equazione

fn =

{
0 sen = 0
1 sen = 1
fn−1 + fn−2 sen ≥ 2

La corrispondente equazione caratteristicaèx2 − x− 1 = 0 che ha per radici i valori

φ =
1 +

√
5

2
, φ =

1−
√

5

2

Allora ogni soluzione{cn} dell’equazione consideratàe della formacn = λφn + µφ
n

, conλ e µ costanti. Imponendo le
condizioni inizialic0 = 0, c1 = 1, otteniamo il sistema

λ + µ = 0
1+
√

5
2

λ + 1−
√

5
2

µ = 1

che fornisce le soluzioniλ = 1√
5
, µ = − 1√

5
.

Quindi, per ognin ∈ IN, otteniamo

fn =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n

− 1√
5

(
1−

√
5

2

)n

.

Esempio 6.4
Vogliamo calcolare ora la sequenza{gn} definita dalla seguente equazione:

gn =

{
n se0 ≤ n ≤ 2
3gn−1 + 4gn−2 − 12gn−3 sen ≥ 3
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L’equazione caratteristica della ricorrenzaèx3 − 3x2 − 4x + 12 = 0 che ammette come radici i valori3,−2, 2.
Ne segue chegn è della formagn = λ3n + µ(−2)n + ν2n. Imponendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema

λ + µ + ν = 0
3λ− 2µ + 2ν = 1
9λ + 4µ + 4ν = 2

che fornisce la soluzioneλ = 2
5
, µ = − 3

20
, ν = − 1

4
.

Quindi la sequenza cercataè data dai valori

gn =
2

5
3n − 3

20
(−2)n − 1

4
2n

Finora abbiamo considerato solo ricorrenze la cui equazione caratteristica ammette radici semplici.
La situazionèe solo leggermente più complicata quando compaiono radici multiple. Infatti sappiamo
che l’insieme delle soluzioni dell’equazione (6.3) forma uno spazio vettoriale di dimensionek e quindi
l’unico problemaè quello di determinarek soluzioni linearmente indipendenti. Il seguente teorema, di
cui omettiamo la dimostrazione, presenta la soluzione generale.

Teorema 6.6 Data l’equazione di ricorrenza

a0tn + a1tn−1 + · · ·+ aktn−k = 0,

supponiamo che la corrispondente equazione caratteristica abbiah(≤ k) radici distinter1, r2, . . . , rh e
che ciascunari abbia molteplicit̀ami. Allora le soluzioni dell’equazione di ricorrenza data sono tutte e
sole le combinazioni lineari delle sequenze

{njrn
i }

dovej ∈ {0, 1, . . . ,mi − 1} e i ∈ {1, 2, . . . , h}.

Esempio 6.5
Vogliamo calcolare la sequenza{hn} definita da

hn =

{
0 sen = 0, 1
1 sen = 2
7hn−1 − 15hn−2 + 9hn−3 sen ≥ 3

In questo caso, l’equazione caratteristicaèx3 − 7x2 + 15x− 9 = 0; essa ammette la radice semplicex = 1 e la radicex = 3
di molteplicit̀a2.
Allora hn è della formahn = λn3n + µ3n + ν. Imponendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema

µ + ν = 0
3λ + 3µ + ν = 0
18λ + 9µ + ν = 1

che fornisce la soluzioneλ = 1
6
, µ = − 1

4
, ν = 1

4
.

Quindi la sequenza cercataè data dai valori

hn =
n3n

6
− 3n

4
+

1

4



6.5. EQUAZIONI LINEARI A COEFFICIENTI COSTANTI 87

6.5.2 Equazioni non omogenee

Consideriamo ora un’equazione di ricorrenza lineare non omogenea a coefficienti costanti, cioè una
relazione della forma

a0tn + a1tn−1 + · · ·+ aktn−k = gn (6.4)

dove{tn} è la sequenza incognita,k, a0, a1, . . . , ak sono costanti e{gn} è una qualunque sequenza
diversa da quella identicamente nulla. Siano{un} e{vn} due soluzioni della (6.4). Questo significa che,
per ognin ≥ k,

a0un + a1un−1 + · · ·+ akun−k = gn

a0vn + a1vn−1 + · · ·+ akvn−k = gn

Allora, sottraendo i termini delle due uguaglianze otteniamo

a0(un − vn) + a1(un−1 − vn−1) + · · ·+ ak(un−k − vn−k) = 0

e quindi la sequenza{un − vn} è soluzione dell’equazione omogenea associata alla (6.4).
Viceversa, se{un} è soluzione di (6.4) e{wn} è soluzione dell’equazione omogenea

a0tn + a1tn−1 + · · ·+ aktn−k = 0

allora anche la loro somma{un + wn} è soluzione della (6.4).
Abbiamo cos̀ı dimostrato che tutte le soluzioni di (6.4) si ottengono sommando una soluzione parti-

colare a tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata. Questo significa che per risolvere la (6.4)
possiamo eseguire i seguenti passi:

1. trovare tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata applicando il metodo dell’equazione
caratteristica descritto nella sezione precedente;

2. determinare una soluzione particolare dell’equazione data e sommarla alle precedenti.

Il problemaè che non esiste un metodo generale per determinare una soluzione particolare di un’e-
quazione non omogenea. Esistono solo tecniche specifiche che dipendono dal valore del termine noto
gn. In alcuni casi tuttavia la determinazione della soluzione particolareè del tutto semplice.

Esempio 6.6
Vogliamo determinare le soluzioni dell’equazione

tn − 2tn−1 + 3 = 0

L’equazione caratteristica dell’omogenea associataè x − 2 = 0 e quindi la sua soluzione generaleè {λ2n}, conλ costante
arbitraria. Inoltreè facile verificare che la sequenza{un}, doveun = 3 per ognin ∈ IN, è una soluzione dell’equazione
iniziale. Quindi le soluzioni sono tutte e sole le sequenze della forma{3 + λ2n} conλ costante.

Metodo delle costanti indeterminate

Una delle tecniche più comuni per determinare una soluzione particolare di una equazione non omoge-
neaè chiamatametodo delle costanti indeterminate. Questo consiste nel sostituire i terminitn dell’e-
quazione (6.4) con quelli di una sequenza particolare nella quale alcune costanti sono incognite e quindi
determinare il valore di queste ultime mediante identificazione. Si può dimostrare che se il termine noto
gn della (6.4) ha la forma

gn =
h∑

i=1

biPi(n)
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dove, per ognii = 1, 2, . . . , h, bi è una costante ePi un polinomio inn, allora una soluzione particolare
deve essere del tipo

un =
h∑

i=1

biQi(n)

dove iQi(n) sono polinomi che soddisfano le seguenti proprietà:

1. sebi nonè radice dell’equazione caratteristica dell’omogenea associata a (6.4), allora il grado di
Qi(n) è uguale a quello di diPi(n);

2. sebi è radice di molteplicit̀a mi dell’equazione caratteristica dell’omogenea associata a (6.4),
allora il grado diQi(n) è la somma dimi e del grado diPi(n).

Esempio 6.7
Determiniamo tutte le soluzioni dell’equazione

tn − 3tn−1 + tn−2 = n + 3n.

L’equazione caratteristica dell’omogenea associataèx2−3x+2 = 0 che ammette le radici3+
√

5
2

e 3−
√

5
2

. Quindi la soluzione
generale dell’equazione omogenea associataè

λ

(
3 +

√
5

2

)n

+ µ

(
3−

√
5

2

)n

doveλ e µ sono costanti. Cerchiamo ora una soluzione particolare applicando il metodo delle costanti indeterminate. Nel
nostro casob1 = 1, b2 = 3, Q1 = n, Q2 = 1; di conseguenza una soluzione candidataèun = (an + b) + c3n, per opportune
costantia, b, c. Per determinare il loro valore sostituiamoun nell’equazione e otteniamo

un − 3un−1 + un−2 = n + 3n

ovvero, svolgendo semplici calcoli,

(−a− 1)n + a− b +
(

c

9
− 1
)

3n = 0

che risulta soddisfatta per ognin ∈ IN se e solo se

a = −1, b = −1, c = 9.

Quindi una soluzione particolareèun = 3n+2 − n− 1 e di conseguenza le soluzioni dell’equazione iniziale sono

λ

(
3 +

√
5

2

)n

+ µ

(
3−

√
5

2

)n

+ 3n+2 − n− 1

al variare delle costantiλ eµ.

Esercizi

1) Descrivere un metodo per calcolare una soluzione particolare di un’equazione della forma (6.4) nella
quale il termine notogn sia costante.

2) Considera la seguente procedura:

Procedure Fun(n)
if n ≤ 1 then return n

else
begin

x = Fun(n− 1)
y = Fun(n− 2)
return 3x− y

end
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SiaD(n) il risultato del calcolo eseguito dalla procedura su inputn.

a) Calcolare il valore esatto diD(n) per ognin ∈ IN.

b) Determinare il numero di operazioni aritmetiche eseguite dalla procedura su inputn ∈ IN.

c) Determinare l’ordine di grandezza del tempo di calcolo richiesto dalla procedura su inputn ∈ IN
assumendo il criterio di costo logaritmico.

3) Considera la seguente procedura che calcola il valoreB(n) ∈ IN su inputn ∈ IN, n > 0.

begin
read n
a = 2
for k = 1, . . . , n do

a = 2 + k · a
output a

end

a) Esprimere il valore diB(n) in forma chiusa (mediante una sommatoria).

b) Determinare l’ordine di grandezza del tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti dalla
procedura assumendo il criterio di costo logaritmico.

6.6 Sostituzione di variabile

Molte equazioni che non risultano lineari a coefficienti costanti possono essere ricondotte a tale forma (o
a una forma comunque risolubile) mediante semplici sostituzioni.

Un esempio importantèe costituito dalle equazioni “divide et impera”:

T (n) =

{
b sen = 1
mT (n

a ) + bnc sen > 1.

Sostituendon = ak e ponendoH(k) = T (ak), si ottiene l’equazione

H(k) =

{
b sek = 0
mH(k − 1) + bakc sek > 0.

Questa pùo essere risolta con la tecnica illustrata nella sezione precedente (oppure con il metodo dei
fattori sommanti) ricavando infineT (n) = H(loga n).

Esercizio
Dimostrare il teorema 6.3 usando il procedimento appena illustrato.

Un altro esempio di sostituzioneè fornito dalla equazione

tn = a(tn−1)b,

nella qualea eb sono costanti positive,b 6= 1, con la condizione inizialet0 = 1. In questo caso possiamo
porreloga tn, ottenendo

un = b loga tn−1 + 1 = bun−1 + 1;

questa pùo essere risolta facilmente con il metodo dei fattori sommanti:

un =
bn − 1
b− 1

.

Operando di nuovo la sostituzione si ricava

tn = a
bn−1
b−1 .
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Esempio 6.8
Considera l’equazione

tn = tn−1

(
tn−1

tn−2
+ 1

)
con la condizione inizialet0 = t1 = 1. Dividendo pertn−1 si ottiene

tn

tn−1
=

tn−1

tn−2
+ 1.

Quindi operando la sostituzionevn = tn
tn−1

, si ricava l’equazionevn = vn−1 + 1 con la condizione inizialev1 = 1.
Chiaramente si ottienevn = n e quindi

tn =

n∏
i=1

vi = n!.

Esercizi

1) SiaT (n) il numero di bit necessari per rappresentare l’intero positivon. Determinare una equazione di
ricorrenza perT (n) e risolverla.

2) Considera la sequenza{T (n)} definita da

T (n) =

{
0 sen = 1
1 + T (b

√
nc) sen > 1.

Dimostrare cheT (n) = blog2 log2 nc+ 1 per ogni interon > 1.

6.6.1 L’equazione di Quicksort

Come sappiamo Quicksortè uno degli algoritmi pìu importanti utilizzati per ordinare una sequenza di
elementi (vedi la sezione 8.5). L’analisi del suo tempo di calcolo nel caso medio si riduce alla soluzione
dell’equazione di ricorrenza

tn = n− 1 +
2
n

n−1∑
k=0

tk

con la condizione inizialet0 = 0. Si pùo risolvere tale equazione con un opportuno cambiamento
di variabile; il procedimento ha una certa generalità perch̀e permette di trattare equazioni nelle quali
compaiono sommatorie del tipo

∑n
k=0 tk.

Innanzitutto la ricorrenza può essere scritta nella forma

ntn = n(n− 1) + 2
n−1∑

0

tk,

ovvero, riferendosi al valore n-1 (quindi per ognin > 1),

(n− 1)tn−1 = (n− 1)(n− 2) + 2
n−2∑

0

tk.

Sottraendo membro a membro le due uguaglianze ottenute si elimina la sommatoria, ricavando

ntn = (n+ 1)tn−1 + 2(n− 1).
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Nota che quest’ultima relazione vale per ognin ≥ 1. Dividendo cos̀ı pern(n+1) e definendoun = tn
n+1 ,

otteniamo

un = un−1 + 2(
2

n+ 1
− 1
n

).

Ora possiamo applicare il metodo dei fattori sommanti ricavando

un = 2
n∑
1

(
2

k + 1
− 1
k
) = 2{ 2

n+ 1
− 2 +

n∑
1

1
k
};

da cui si ottiene l’espressione pertn:

tn = (n+ 1)un = 2(n+ 1)
n∑
1

1
k
− 4n = 2n log n+O(n).

Esercizi

1) Determina la soluzione dell’equazione

tn =
n

n + 1
tn−1 + 1

con la condizione inizialet0 = 0.
2) Considera la sequenza{tn} definita dall’equazione

tn = n(tn−1)
2

con la condizione inizialet1 = 1. Dimostrare chetn = Ω(22n

) e tn = O(n2n

).
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Capitolo 7

Funzioni generatrici

Le funzioni generatrici rappresentano uno strumento classico, introdotto originariamente per risolvere
problemi di conteggio in vari settori della matematica, che ha assunto un’importanza particolare nel-
l’analisi degli algoritmi. Si tratta di uno strumento che ha permesso di sviluppare un numero notevole
di metodi e tecniche usate sia per determinare la soluzione di equazioni di ricorrenza, sia nello studio
delle propriet̀a delle strutture combinatorie comunemente utilizzate nella progettazione degli algoritmi.
Una delle maggiori applicazioni riguarda la possibilità di utilizzare consolidate tecniche analitiche per la
determinazione di sviluppi asintotici.

L’idea di fondo che sta alla base di questi metodiè quella di rappresentare una sequenza di numeri
mediante una funzione analitica e far corrispondere alle operazioni su sequenze analoghe operazioni
tra funzioni. In questo modo, possiamo formulare un problema di enumerazione mediante una o più
relazioni definite su funzioni analitiche e, una volta determinata la soluzione in questo ambito, tornare
al contesto originario calcolando la o le sequenze associate alle funzioni ottenute. In questo senso le
funzioni generatrici possono essere viste come esempio di trasformata. Per motivi storici e soprattutto in
testi per applicazioni ingegneristiche le funzioni generatrici sono chiamate anchez-trasformate.

7.1 Definizioni

Consideriamo una sequenza di numeri reali{a0, a1, . . . , an, . . .}, che nel seguito denoteremo con{an}n≥0

oppure, pìu semplicemente, con{an}. Supponiamo che la serie di potenze

+∞∑
n=0

anz
n

abbia un raggio di convergenzaR maggiore di0 (questo si verifica nella maggior parte dei casi di in-
teresse per l’analisi di algoritmi e in questo capitolo consideriamo solo sequenze che godono di tale
propriet̀a ). Chiamiamo allorafunzione generatricedi {an} la funzione di variabile reale

A(z) =
+∞∑
n=0

anz
n (7.1)

definita sull’intervallo(−R,R) 1.

1Nota che in realt̀a A(z) può essere interpretata come funzione di variabile complessa definita nel cerchio aperto di centro
0 e raggioR.

93
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Viceversa, data una funzioneA(z), sviluppabile in serie di potenze con centro nello0, diremo che
{an}n≥0 è la sequenzaassociataalla funzioneA(z) se l’uguaglianza 7.1 vale per ogniz in un opportuno
intorno aperto di0.

Quest’ultima definizionèe ben posta: se{an} e{bn} sono sequenze distinte, e le serie di potenze

+∞∑
n=0

anz
n,

+∞∑
n=0

bnz
n

hanno raggio di convergenza positivo, allora le corrispondenti funzioni generatrici sono distinte.

Abbiamo cos̀ı costruito una corrispondenza biunivoca tra la famiglia delle sequenze considerate
e l’insieme delle funzioni sviluppabili in serie di potenze con centro in0. Un esempio particolar-
mente semplice si verifica quando la sequenza{an} è definitivamente nulla; in questo caso la funzione
generatrice corrispondenteè un polinomio. Cos̀ı per esempio, la funzione generatrice della sequenza
{1, 0, 0, . . . , 0, . . .} è la funzione costanteA(z) = 1.

In generale, per passare da una funzione generatriceA(z) alla sequenza associata{an} sar̀a suffi-
ciente determinare lo sviluppo in serie di Taylor diA(z) con centro in0:

A(z) = A(0) +A′(0)z +
A′′(z)

2
z2 + · · ·+ A(n)(0)

n!
zn + · · · ,

dove conA(n)(0) indichiamo la derivatan-esima diA(z) valutata in0. Ne segue allora che

an =
A(n)(0)
n!

per ognin ∈ IN.
Cos̀ı, ricordando lo sviluppo in serie di Taylor delle funzioni tradizionali, possiamo determinare

immediatamente le sequenze associate in diversi casi particolari:

1. per ognim ∈ IN, la funzione(1 + z)m è la funzione generatrice della sequenza{
(m

0

)
,
(m

1

)
,

. . . ,
(m
m

)
, 0, 0 . . . , 0 . . .} poich́e

(1 + z)m =
m∑

n=0

(
m

n

)
zn (∀z ∈ IR).

2. Per ognib ∈ IR, la funzione 1
1−bz è la funzione generatrice della sequenza{bn}n≥0 poich́e

1
1− bz

=
+∞∑
n=0

bnzn (|z| < |1/b|).

3. La funzioneez è la funzione generatrice della sequenza{ 1
n!}n≥0 poich́e

ez =
+∞∑
n=0

zn

n!
(∀z ∈ IR).

4. La funzionelog 1
1−z è la funzione generatrice della sequenza{0, 1, 1

2 , . . . ,
1
n , . . .} poich́e

log
1

1− z
=

+∞∑
n=1

zn

n
(|z| < 1).
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5. Per ognim ∈ IN, la funzione 1
(1−z)m è la funzione generatrice della sequenza{

(m+n−1
n

)
}n≥0

poich́e

1
(1− z)m

=
+∞∑
n=0

(
m+ n− 1

n

)
zn (|z| < 1).

6. Generalizzando la nozione di coefficiente binomiale possiamo definire, per ogni numero realeα e
ognin ∈ IN, il coefficiente

(α
n

)
nel modo seguente:(
α

n

)
=

{
1 sen = 0
α(α−1)···(α−n+1)

n! sen ≥ 1

Cos̀ı è facile verificare che(1 + z)α è la funzione generatrice di{
(α
n

)
}n≥0 poich́e

(1 + z)α =
+∞∑
n=0

(
α

n

)
zn (|z| < 1)

Nota che
(−α

n

)
= (−1)n

(n+α−1
n

)
per ognin ∈ IN.

Esercizi

1) La sequenza{n!}n≥0 ammette funzione generatrice?
2) Determinare le sequenze associate alle seguenti funzioni generatrici (conb, α ∈ IR, b, α 6= 0):

ebz − 1

z
,

1

z
log

1

1− bz
,

(1 + bz)α − 1

z

3) Dimostrare che la funzione 1√
1−4z

è funzione generatrice della sequenza{
(
2n
n

)
}n≥0.

7.2 Funzioni generatrici ed equazioni di ricorrenza

Le funzioni generatrici forniscono un metodo generale per determinare o per approssimare le soluzioni
di equazioni di ricorrenza. Infatti in molti casi risulta più facile determinare equazioni per calcolare la
funzione generatrice di una sequenza{an} piuttosto che risolvere direttamente equazioni di ricorrenza
per {an}. Esistono inoltre consolidate tecniche analitiche che permettono di determinare una stima
asintotica di{an} una volta nota la sua funzione generatrice.

Questi vantaggi suggeriscono il seguente schema generale per risolvere una equazione di ricorrenza
di una data sequenza{an}:

1. trasformare la ricorrenza in una equazione tra funzioni generatrici che ha per incognita la funzione
generatriceA(z) di {an};

2. risolvere quest’ultima calcolando una espressione esplicita perA(z);

3. determinare{an} sviluppandoA(z) in serie di Taylor con centro in0 oppure calcolarne l’espres-
sione asintotica conoscendo i punti di singolarità diA(z).
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Per illustrare questo approccio presentiamo un esempio semplice che consente di risolvere un’e-
quazione gìa considerata nel capitolo precedente. Si tratta dell’equazione descritta nell’esempio (6.3)
che definisce i numeri di Fibonacci. Vogliamo calcolare i termini della sequenza{fn} definiti dalla
seguente equazione:

fn =


0 sen = 0
1 sen = 1
fn−1 + fn−2 sen ≥ 2

In questo caso possiamo calcolare la funzione generatriceF (z) =
∑+∞

n=0 fnz
n con il metodo che segue.

Per ognin ≥ 2 sappiamo chefn = fn−1 + fn−2; quindi moltiplicando a destra e a sinistra perzn e
sommando su tutti glin ≥ 2 si ottiene

+∞∑
n=2

fnz
n =

+∞∑
n=2

fn−1z
n +

+∞∑
n=2

fn−2z
n.

Tenendo conto delle condizioni inizialif0 = 0, f1 = 1, l’equazione pùo essere scritta nella forma

F (z)− z = zF (z) + z2F (z),

ovveroF (z) = z
1−z−z2 . Dobbiamo quindi determinare lo sviluppo in serie di Taylor della funzione

z

1− z − z2
.

Per fare questo consideriamo il polinomio1 − z − z2; le sue radici sonoα =
√

5−1
2 e β = −

√
5+1
2 .

Calcoliamo ora le costanti realiA eB tali che

A

1− z
α

+
B

1− z
β

=
z

1− z − z2

Questa equazione corrisponde al sistema

A+B = 0
Aα+Bβ = −αβ

che fornisce i valoriA = 1√
5

eB = − 1√
5

e di conseguenza otteniamo

F (z) =
1√
5

{
1

1− z
α

− 1
1− z

β

}

Ricordando lo sviluppo delle serie geometriche si ricava

F (z) =
1√
5

{
+∞∑
n=0

zn

αn
−

+∞∑
n=0

zn

βn

}

e quindi, per ognin ≥ 0, abbiamo

fn =
1√
5

{(
2√

5− 1

)n

−
(
− 2√

5 + 1

)n}
=

1√
5

{(
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−
√

5
2

)n}
.
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Esercizio

Usando le funzioni generatrici, determinare la soluzione delle seguenti equazioni:

an =

{
1 sen = 0
2an−1 + 1 sen ≥ 1

bn =

{
0 sen = 0
1 sen = 1
3bn−1 − bn−2 sen ≥ 2

cn =

{
0 sen = 0
1 sen = 1
4cn−1 − 4cn−2 sen ≥ 2

7.3 Calcolo di funzioni generatrici

L’esempio precedente mostra come l’equazione di ricorrenza che definisce una sequenza{fn} possa
essere trasformata in una equazione per la corrispondente funzione generatriceF (z). A tale riguardo
presentiamo ora una discussione generale su questa trasformazione, mostrando la corrispondenza che
esiste tra operazioni sulle sequenze e corrispondenti operazioni sulle funzioni generatrici. Questa cor-
rispondenza permette in molti casi di trasformare ricorrenze (o più in generale relazioni) tra successioni
numeriche in equazioni sulle relative funzioni generatrici.

7.3.1 Operazioni su sequenze numeriche

Definiamo anzitutto alcune operazioni sulle successioni. Siano{fn}n≥0 e{gn}n≥0 due sequenze e siano
c ∈ IR ek ∈ IN due costanti. Allora definiamo:

Moltiplicazione per costante c · {fn} = {cfn}
Somma {fn}+ {gn} = {fn + gn}
Convoluzione {fn} ⊗ {gn} = {

∑n
k=0 fkgn−k}

Spostamento Ek{fn} = {fk+n}n≥0

Moltiplicazione pern n · {fn} = {nfn}
Divisione pern+ 1

1
n+ 1

· {fn} = { fn

n+1}n≥0

Osserviamo qui che la somma
∑n

k=0 fk è ottenibile mediante la convoluzione:

{1} ⊗ {fn} =

{
n∑

k=0

fk

}
dove{1} rappresenta la sequenza{bn}n≥0 tale chebn = 1 per ognin ∈ IN.

Una vasta classe di equazioni di ricorrenzaè ottenuta applicando le operazioni precedentemente
definite.

Esempio 7.1
La sequenza dei numeri di Fibonacci definiti nella sezione precedente

fn =

{
n sen ≤ 1
fn−1 + fn−2 sen ≥ 2

può essere rappresentata nella formafn+2 = fn+1 + fn, ovvero

E2{fn} = E1{fn}+ {fn}

insieme alla condizione inizialefn = n pern ≤ 1.
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Esempio 7.2
Considera la ricorrenza

fn =

{
1 sen = 0∑n−1

k=0
fkfn−1−k sen ≥ 1

Essa pùo essere riscritta nella forma

E1{fn} = {fn} ⊗ {fn}

insieme alla condizione inizialef0 = 1.

Esempio 7.3
L’equazione di ricorrenza

fn =

{
1 sen = 0
1
n

∑n−1

k=0
fk sen ≥ 1

può essere riscritta nella forma:

n · E1{fn}+ E1{fn} = {1} ⊗ {fn}

insieme alla condizione inizialef0 = 1.

7.3.2 Operazioni su funzioni generatrici

Poich́e la corrispondenza tra sequenze e loro funzioni generatriciè biunivoca, ad ogni operazione tra
successioni corrisponde in linea di principio una precisa operazione tra funzioni generatrici. Descriviamo
ora le operazioni su funzioni generatrici corrispondenti alle operazioni su sequenze definite nella sezione
precedente.

Denotando conF (z) eG(z) rispettivamente le funzioni generatrici delle sequenze{fn}n≥0 e{gn}n≥0,
possiamo presentare nella sequente tabella alcune corrispondenze di immediata verifica. Nella prima
colonna riportiamo il terminen-esimo della sequenza mentre nella seconda la funzione generatrice
corrispondente; inoltrec rappresenta qui una costante reale qualsiasi.
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fn

n + 1

1

z

∫ z

0
F (t)dt

nfn zF ′(z)

fk+n
F (z)− f0 − f1z − · · · − fk−1z

k−1

zk

n∑
k=0

fkgn−k F (z) ·G(z)

fn + gn F (z) + G(z)

c · fn c · F (z)

Per quanto riguarda l’uso della derivata e dell’integrale nella tabella precedente ricordiamo che,
seF (z) è la funzione generatrice di una sequenza{fn}, anche la sua derivataF ′(z) è una funzione
sviluppabile in serie di potenze con centro in0; inoltre, tale sviluppòe della forma

F ′(z) =
+∞∑
n=1

nfnz
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)fn+1z
n

Questo significa cheF ′(z) è la funzione generatrice della sequenza{(n+ 1)fn+1}n≥0.

Esempio 7.4
Calcoliamo la funzione generatrice di{(n + 1)}n≥0. Poich́e 1

1−z
è la funzione generatrice di{1}, la funzione cercatàe

semplicemente la derivata di1
1−z

:
+∞∑
n=0

(n + 1)zn =
d

dz

1

1− z
=

1

(1− z)2
.

Un discorso analogo vale per la funzione integraleI(z) =
∫ z
0 F (t)dt: ancheI(z) è sviluppabile in

serie di potenze con centro in0 e il suo sviluppòe della forma

I(z) =
∫ z

0
F (t)dt =

+∞∑
n=1

fn−1

n
zn
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Di conseguenzaI(z) risulta la funzione generatrice della sequenza{0, f0

1 ,
f1

2 , . . . ,
fn−1

n , . . .}.
Esempio 7.5
Calcoliamo la funzione generatrice della sequenza{0, 1, 1

2
, . . . , 1

n
, . . .} (che nel seguito denoteremo più semplicemente{ 1

n
}).

Questa pùo essere ottenuta mediante integrazione della serie geometrica:

+∞∑
n=1

1

n
zn =

∫ z

0

1

1− t
dt = log

1

1− z
.

Vediamo ora alcune applicazioni delle corrispondenze riportate nella tabella precedente. Un primo
esempio deriva immediatamente dai casi appena presi in esame.

Esempio 7.6
Calcoliamo la funzione generatrice della sequenza{Hn} dei numeri armonici. Dalla loro definizione sappiamo che

Hn =

n∑
k=1

1

k

e quindi abbiamoHn = { 1
n
} ⊗ {1} = {1} ⊗ { 1

n
}. Di conseguenza la funzione generatrice di{Hn} è data dal prodotto

1

1− z
· log

1

1− z
.

Più in generale, siamo ora in grado di trasformare una equazione di ricorrenza in una equazione tra
funzioni generatrici e possiamo quindi applicare compiutamente il metodo descritto nella sezione 7.2. In
particolare, possiamo risolvere le equazioni di ricorrenza che compaiono negli Esempi 7.1, 7.2, e 7.3.

Vediamo esplicitamente come si risolve il primo caso (Esempio 7.1). L’equazione

fn =

{
n sen ≤ 1
fn−1 + fn−2 sen ≥ 2

viene riscritta mediante operatori di shift (spostamento) e condizioni al contorno nella forma:

fn+2 = fn+1 + fn, f0 = 0, f1 = 1.

Applicando ora le regole 2) e 4) della tabella precedente si ottiene

F (z)− z

z2
=
F (z)
z

+ F (z).

Applicando un ragionamento simile agli altri due esempi si ottengono le seguenti equazioni sulle
funzioni generatrici:

F (z)− 1
z

= F 2(z) (Esempio 7.2)

z · d
dz

(
F (z)− 1

z

)
+
F (z)− 1

z
=

1
1− z

· F (z) (Esempio 7.3)

Di conseguenza, la determinazione diF (z) è qui ridotta rispettivamente alla soluzione di una equazione
di primo grado (Esempio 7.1), di secondo grado (Esempio 7.2), di una equazione differenziale lineare
del primo ordine (Esempio 7.3). Abbiamo già mostrato nella sezione 7.2 come trattare le equazioni di
primo grado; presenteremo nella sezione seguente un’analisi degli altri due casi.
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Esercizi

1) Determinare la funzione generatrice delle seguenti sequenze:

{n}n≥0, {n− 1}n≥0, {n2}n≥0, {n2n}n≥0, { 1

n + 2
}n≥0,

{
n∑

k=0

k − 1

n− k + 1

}
n≥0

.

2) Ricordando l’esercizio 3 della sezione 7.1, dimostrare che per ognin ∈ IN

n∑
k=0

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
= 4n.

3) Determinare la funzione generatriceF (z) della successionefn dove:

fn+2 − 2fn+1 + fn = n, f0 = f1 = 0

7.4 Applicazioni

Come primo esempio applichiamo i metodi sopra illustrati per determinare la soluzione di equazioni del
tipo “divide et impera”. SiaT (n) definita da

T (n) =

{
b sen = 1
mT

(
n
a

)
+ gn sen ≥ 2

pern ∈ IN potenze dia, dove assumiamom, b > 0 ea > 1.
Mediante la sostituzionen = ak, postofk = T (ak) ehk = g(ak+1) si ha:

fk+1 = mfk + hk.

Denotando quindi conF (z) eH(z) rispettivamente le funzioni generatrici di{fk} e di{hk} si ottiene

F (z)− F (0)
z

= mF (z) +H(z).

Questàe una equazione di primo grado inF (z) che pùo essere risolta direttamente una volta noti il valore
inizialeF (0) = b e la funzioneH(z).

Esercizio
Per tutti glin ∈ IN potenze di2 risolvere l’equazione

T (n) =

{
1 sen = 1

3T
(

n
2

)
+ n log n sen ≥ 2

7.4.1 Conteggio di alberi binari

Un classico problema di enumerazione consiste nel determinare il numero di alberi binari non etichettati
di n nodi pern ∈ IN qualsiasi2. Intuitivamente un albero binario non etichettatoè un albero binario al
quale abbiamo tolto il nome ai nodi; in questo modo i nodi sono indistinguibili e due alberi di questo
genere sono diversi solo le corrispondenti rappresentazioni grafiche, private del nome dei nodi, sono
distinte. Nella seguente figura rappresentiamo gli alberi binari non etichettati con tre nodi:

2Per la definizione di albero binario si veda la sezione 4.6.3
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Una definizione induttivàe la seguente: un albero binario non etichettato può essere l’albero vuoto,
che denotiamo conε, oppureè descritto da un nodo chiamato radice e da due alberi binari non etichettati
T1, T2 (che rappresentano rispettivamente il sottoalbero di sinistra e il sottoalbero di destra).

Denotiamo conbn il numero di alberi binari non etichettati conn nodi, n ∈ IN. Dalla definizione
sappiamo cheb0 = 1; inoltre, sen > 0, un albero binario conn + 1 nodi possiede, oltre alla radice,k
nodi nel suo sottoalbero di sinistra en − k nel sottoalbero di destra, per qualche interok, 0 ≤ k ≤ n.
Quindi bn soddisfa la seguente equazione di ricorrenza:

b0 = 1, bn+1 =
n∑

k=0

bkbn−k

Passando alle funzioni generatrici e denotando conB(z) la funzione generatrice di{bn}, l’equazione si
traduce in

B(z)− 1
z

= B2(z)

ovvero
B(z) = 1 + z(B(z))2

Risolvendo l’equazione otteniamo le due soluzioni

B1(z) =
1 +

√
1− 4z

2z
, B2 =

1−
√

1− 4z
2z

La funzioneB1(z) deve essere scartata poiché limz→0B1(z) = ∞ e quindiB1 non è sviluppabile in
serie di Taylor con centro in0. Ne segue cheB2 è la funzione generatrice della sequenza{bn} (in
particolare si verifica chelimz→0B2(z) = 1 = b0).

Dobbiamo ora sviluppare1−
√

1−4z
2z in serie di Taylor con centro in0. Applicando lo sviluppo di

funzioni della forma(1 + z)α riportato nella sezione 7.1, otteniamo

√
1− 4z =

+∞∑
n=0

(
1/2
n

)
(−4)nzn

dove (
1/2
0

)
= 1

mentre, per ognin > 0, abbiamo(
1/2
n

)
=

1
2

(
1
2 − 1

)
· · ·
(

1
2 − n+ 1

)
n!

=

=
(−1)n−1

2n

1 · 3 · 5 · · · · · (2n− 3)
n!

=
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=
(−1)n−1

2n

(2n− 2)!
n!(2 · 4 · · · · · 2n− 2)

=

=
2(−1)n−1

n4n

(
2n− 2
n− 1

)

Si deduce allora che

1−
√

1− 4z
2z

=
1−

(
1−

∑+∞
n=1

2
n

(2n−2
n−1

)
zn
)

2z

=
+∞∑
n=1

1
n

(
2n− 2
n− 1

)
zn−1

=
+∞∑
n=0

1
n+ 1

(
2n
n

)
zn

e di conseguenzabn = 1
n+1

(2n
n

)
. Ricordiamo che gli interi 1

n+1

(2n
n

)
sono noti in letteratura come i numeri

di Catalan.

7.4.2 Analisi in media di Quicksort

Abbiamo gìa studiato nella sezione 6.6.1 l’equazione di ricorrenza relativa al tempo di calcolo dell’al-
goritmo Quicksort nel caso medio. Vediamo ora come risolvere la stessa equazione usando le funzioni
generatrici.

L’equazionèe data dall’uguaglianza

Tn = n− 1 +
2
n

n−1∑
k=0

Tk (7.2)

con la condizione inizialeT0 = 0. Moltiplicando entrambi i termini dell’uguaglianza pernzn−1 otteni-
amo

nTnz
n−1 = n(n− 1)zn−1 + 2

n−1∑
k=0

Tkz
n−1

Sommando i due termini di questa uguaglianza per tutti i valorin ≥ 1, ricaviamo la seguente equazione:

T ′(z) =
2z

(1− z)3
+

2
1− z

T (z),

doveT (z) e T ′(z) denotano rispettivamente la funzione generatrice di{Tn}n≥0 e la sua derivata. Si
tratta di una equazione differenziale lineare del primo ordine che può essere risolta con metodi classici.
L’equazione differenziale omogenea, associata alla precedente,è

T ′(z) =
2

1− z
T (z)

che ammette la soluzione(1− z)−2; quindi l’integrale generale, valutato perT (0) = 0, risulta

T (z) =
1

(1− z)2

∫ z

0

2t
1− t

dt =
2

(1− z)2
(log

1
1− z

− z).
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Dobbiamo ora sviluppare in serie di Taylor la funzione ottenuta, applicando le proprietà delle operazioni

su funzioni generatrici. Ricordiamo che
(

1
1−z

)2
è la funzione generatrice della sequenza{n + 1},

mentrelog 1
1−z è la funzione generatrice di{ 1

n}. Di conseguenza la sequenza associata al prodotto
1

(1−z)2
log 1

1−z è data dalla convoluzione delle sequenze{n + 1} e { 1
n}. Questo permette di calcolare

direttamente i termini della sequenza cercata:

Tn = 2
n∑

k=1

1
k
(n+ 1− k)− 2n

= 2(n+ 1)
n∑

k=1

1
k
− 4n.

Esercizio

Applicando la formula di Stirling determinare l’espressione asintotica dei numeri di Catalan1
n+1

(
2n
n

)
per

n → +∞.

7.5 Stima dei coefficienti di una funzione generatrice

Esistono potenti tecniche che permettono di determinare una stima asintotica di una sequenzafn conoscen-
do la sua funzione generatriceF (z) in forma chiusa oppure in modo implicito. In effetti, sono questi
i metodi che attribuiscono importanza all’uso delle funzioni generatrici. Non vogliamo qui addentrar-
ci nello studio generale di questa problematica, che richiede nozioni preliminari di teoria delle funzioni
analitiche; ci limitiamo a valutare il comportamento asintotico difn per alcune particolari funzioniF (z).

7.5.1 Funzioni razionali

Le funzioni razionali in una variabile sono quelle che possono essere rappresentate nella formaP (z)
Q(z)

doveP (z) eQ(z) sono polinomi inz. Queste funzioni sono rilevanti nel nostro contesto poiché si pùo
facilmente provare che una sequenza{fn} è soluzione di una equazione di ricorrenza lineare omogenea
a coefficienti costanti (vedi la sezione 6.5.1) se e solo se la sua funzione generatriceè razionale. Come
sappiamo tali equazioni compaiono spesso nell’analisi di algoritmi.

Consideriamo allora la funzione generatriceF (z) di una sequenza{fn} e supponiamo che

F (z) =
P (z)
Q(z)

,

doveP (z) eQ(z) sono polinomi primi fra loro nella variabilez. Senza perdita di generalità possiamo
assumere che il grado diP (z) sia minore del grado diQ(z). Inoltre è chiaro che le radici diQ(z) sono
diverse da0 altrimentiF (z) non sarebbe continua e derivabile in0 (e quindi{fn} non sarebbe definita).

Per semplicit̀a supponiamo cheQ(z) abbiam radici distintez1, z2, . . . , zm, di molteplicit̀a 1 e fra
queste ve ne sia una sola di modulo minimo. Possiamo allora determinare la decomposizione diF (z) in
frazioni parziali

P (z)
Q(z)

=
m∑

k=1

Ak

zk − z
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Per le ipotesi fatte, tale decomposizione esiste sempre e inoltre, per la regola de l’Hôpital, ogni costante
Ak, perk = 1, 2, . . . ,m, soddisfa la relazione seguente:

Ak = lim
z→zk

(zk − z) · P (z)
Q(z)

= P (zk) · lim
z→zk

zk − z

Q(z)
= − P (zk)

Q′(zk)
.

Poich́eF (z) =
∑m

k=1
Ak
zk
· 1
1−z/zk

, ricordando che 1
1−z/zk

è la funzione generatrice di{ 1
zn
k
}n≥0, possiamo

concludere che

fn =
m∑

k=1

Ak

(zk)n+1
.

Se siamo interessati al comportamento asintotico, basta osservare che nella somma il termine princi-
paleè quello corrispondente alla radice di minor modulo. Tale proprietà è generale e vale anche quando
le altre radici hanno molteplicità maggiore di1. Abbiamo quindi provato la seguente proprietà.

Proposizione 7.1Consideriamo una funzione razionaleF (z) = P (z)/Q(z), doveP (z) eQ(z) sono
polinomi primi fra loro, conQ(0) 6= 0; supponiamo cheQ(z) abbia un’unica radicez di modulo minimo
e che tale radice abbia molteplicità 1. Allora, pern → +∞, la sequenza{fn} associata alla funzione
F (z) soddisfa la relazione

fn ∼ − P (z)
Q′(z)zn+1 .

Con tecniche analoghe si ottiene il seguente risultato, valido per radici di molteplicità arbitraria:

Proposizione 7.2SiaF (z) una funzione razionaleF (z) = P (z)/Q(z), doveP (z) eQ(z) sono poli-
nomi primi fra loro, conQ(0) 6= 0; supponiamo inoltre cheQ(z) ammetta un’unica radicez di modulo
minimo. Sez ha molteplicit̀a m allora la sequenza la sequenza{fn} associata allaF (z) soddisfa la
relazione

fn = Θ
(
nm−1 · 1

zn

)
.

7.5.2 Funzioni logaritmiche

Consideriamo ora una classe di funzioni non razionali e studiamo il comportamente asintotico delle
sequenze associate.

Proposizione 7.3Per ogni interoα ≥ 1 la funzione

1
(1− z)α

· log
1

1− z

è la funzione generatrice di una sequenza{fn} tale chefn = Θ(nα−1 log n).

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione suα. Nel casoα = 1 il risultato è gìa stato dimostrato nelle
sezioni precedenti; infatti sappiamo che

1
1− z

log
1

1− z
=

+∞∑
n=1

Hnz
n
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doveHn =
∑n

k=1
1
k ∼ log n.

Supponiamo ora la proprietà vera perα fissato,α ≥ 1, e dimostriamola veraα+ 1. Denotiamo con
f

(α)
n la sequenza associata alla funzione1(1−z)α log 1

1−z . Si verifica subito che{f (α+1)
n } è la convoluzione

delle sequenze{f (α)
n } e {1} poich́e la sua funzione generatriceè il prodotto delle funzioni generatrici

corrispondenti.
Di conseguenza possiamo scrivere

f (α+1)
n =

n∑
k=0

f
(α)
k = (per ipotesi di induzione)

=
n∑

k=1

Θ(kα−1 log k) = (applicando la proposizione 2.5)

= Θ

(
n∑

k=1

kα−1 log k

)
= (per la proposizione 2.8)

= Θ
(∫ n

1
xα−1 log xdx

)
= (integrando per parti)

= Θ(nα log n).

Concludiamo osservando che la proposizione precedente può essere estesa al caso in cuiα ∈ IR,
purch́eα 6= 0,−1,−2, . . . ,−n, . . . .

Esercizi

1) Considera le seguenti procedureF e G che calcolano rispettivamente i valoriF (n) e G(n) su input
n ∈ IN:

Procedure G(n) Procedure F (n)
begin if n = 0 then return 1

S = 0 else return F (n− 1) + G(n− 1)
for i = 0, 1, 2, . . . , n do

S = S + F (i)
return S

end

a) Dimostrare che, su inputn, le due procedure richiedonoΩ(an) operazioni aritmetiche per qualchea > 1.
b) Calcolare le funzioni generatrici delle sequenze{F (n)} e{G(n)} e determinare la loro espressione asintotica
pern −→ +∞.
c) Definire un algoritmo per calcolareF (n) eG(n) che esegua un numero di operazioni aritmetiche polinomiale
in n.

2) Considera le seguenti procedureF e G che calcolano rispettivamente i valoriF (n) e G(n) su input
n ∈ IN:

Procedure G(n) Procedure F (n)
begin if n = 0 then return 0

S = 0 else return n + 2F (n− 1)
for i = 0, 1, 2, . . . , n do

S = S + F (n− i)
return S

end

a) Determinare l’espressione asintotica della sequenza{G(n)}n pern −→ +∞.
b) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare l’ordine di grandezza del tempo di calcolo e dello spazio
di memoria richiesti dall’esecuzione della proceduraG su inputn.
c) Svolgere il calcolo precedente assumendo il criterio di costo logaritmico.



Capitolo 8

Algoritmi di ordinamento

L’efficienza dei sistemi che manipolano insiemi di dati mantenuti in memoria dipende in larga misura
dal criterio utilizzato per conservare le chiavi delle informazioni. Uno dei metodi più semplici e pìu usati
è quello di mantenere le chiavi ordinate rispetto a una relazione d’ordine fissata. Ordinare una sequenza
di valori è quindi una operazione che ricorre frequentemente nella gestione di sistemi e in applicazioni
di varia natura; pertanto le procedure di ordinamento sono spesso usate per la soluzione di problemi più
generali e quindi la loro efficienza può di fatto condizionare l’efficacia dei metodi adottati.

8.1 Caratteristiche generali

Per definire formalmente il problema ricordiamo innanzitutto che una relazione d’ordine (parziale)R
su un insiemeU è una relazione binaria che gode delle proprietà riflessiva, transitiva e antisimmetrica,
ovvero:

- per ognia ∈ U , aRa;
- per ognia, b, c ∈ U seaRb e bRc alloraaRc;
- per ognia, b ∈ U seaRb e bRa alloraa = b.

Classici esempi sono la relazione di minore o uguale sui numeri reali e l’inclusione tra i sottoinsiemi di
un insieme dato. Diciamo che una relazione d’ordineR suU è totale se per ognia, b ∈ U valeaRb
oppurebRa. In questo caso si dice anche cheR definisce un ordine lineare suU .

Il problema di ordinamento per un insiemeU , dotato di una relazione d’ordine totale≤, è definito
nel modo seguente:

Istanza: un vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) tale chen > 1 e A[i] ∈ U per ogni
i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Soluzione: un vettoreB = (B[1], B[2], . . . , B[n]), ottenuto mediante una permutazione
degli elementi diA, tale cheB[i] ≤ B[i+ 1] per ognii = 1, 2, . . . , n− 1.

I metodi adottati per risolvere il problema si diversificano in due gruppi principali chiamati rispetti-
vamente di ordinamentointernoedesterno. Gli algoritmi di ordinamento interno presuppongono che il
vettore di ingresso sia interamente contenuto nella memoria RAM della macchina. In questo caso l’ac-
cesso al valore di una qualunque delle sue componenti avviene in tempi uguali per tutte. In questa sede
ci occuperemo principalmente di algoritmi di questo tipo.

Al contrario gli algoritmi che operano su dati distribuiti principalmente su memorie di massa (dischi
o nastri) vengono chiamati algoritmi di ordinamento esterno. In questo caso i tempi di accesso ai dati
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non sono pìu uniformi ma dipendono dal tipo di memoria nella quale sono collocati e uno degli obiettivi
delle procedure usatèe proprio quello di ridurre il numero di accessi alle memorie di massa.

Gli algoritmi di ordinamento sono suddivisi anche in base alla generalità dell’insiemeU sul quale
viene definito l’input. Un primo gruppòe costituito dalle procedure basate sul confronto tra gli elementi
del vettore di ingresso. In questo caso si suppone di poter sempre eseguire in un numero costante di passi
il confronto tra due elementi dell’insiemeU rispetto alla relazione d’ordine fissata. Cosı̀ l’algoritmo
può essere applicato a qualunque insieme totalmente ordinato perché non sfrutta alcuna caratteristica
specifica dei suoi elementi. Come vedremo, in queste ipotesi, sono necessariΩ(n log n) confronti per
ordinare un vettore din elementi ed̀e possibile descrivere diverse procedure ottimali, cioè in grado di
eseguire il calcolo proprio in tempoO(n log n).

Una seconda classe di algoritmiè invece costituita da quelle procedure specificamente progettate per
ordinare una sequenza di stringhe definite su un alfabeto finito, ad esempio binario. In questo caso si
possono progettare algoritmi che ispezionano i singoli bits delle varie stringhe, sfruttando direttamente la
rappresentazione binaria degli interi. Classici esempi di algoritmi di questo tipo sono quelli che ordinano
una sequenza di parole su un dato alfabeto secondo l’ordinamento lessicografico. Come vedremo, sotto
opportune ipotesi, si possono definire algoritmi di questo tipo che hanno complessità in tempo lineare.

Nell’analisi degli algoritmi di ordinamento che presentiamo nel seguito assumiamo come modello di
calcolo una Random Access Machine (RAM) con criterio di costo uniforme. Il costo di ogni operazione
aritmetica in termini di tempo di calcolo e di spazio di memoriaè quindi costante e non dipende dalle
dimensioni degli operandi. Supponiamo inoltre che la nostra RAM sia in grado di mantenere in ogni
cella di memoria un elemento del vettore di input e di eseguire il confronto fra due qualsiasi di questi in
tempo costante.

8.2 Numero minimo di confronti

In questa sezione consideriamo gli algoritmi di ordinamento basati su confronti e presentiamo un risultato
generale che riguarda il numero minimo di passi che le procedure di questo tipo devono eseguire per
completare il calcolo. A tale scopo utilizziamo una proprietà degli alberi binari che risulterà utile anche
in altre occasioni.

Lemma 8.1 Ogni albero binario conk foglie ha altezza maggiore o uguale adlog2 ke.

Dimostrazione.Procediamo per induzione sul numerok di foglie dell’albero considerato. Sek = 1
la propriet̀a è banalmente verificata. Supponiamo la proprietà vera per ognij tale che1 ≤ j < k e
consideriamo un albero binarioT conk foglie di altezza minima. SianoT1 e T2 i due sottoalberi che
hanno per radice i figli della radice diT . Osserva che ciascuno di questi ha meno dik foglie e uno dei due
ne possiede almenodk

2e. Allora, per ipotesi di induzione, l’altezza di quest’ultimoè maggiore o uguale
a dlog2

k
2e; quindi anche l’altezza diT è certamente maggiore o uguale a1 + dlog2

k
2e = dlog2 ke.

Proposizione 8.2Ogni algoritmo di ordinamento basato sui confronti richiede, nel caso peggiore, al-
menon log2 n− (log2 e)n+ 1

2 log2 n+O(1) confronti per ordinare una sequenza din elementi.

Dimostrazione. Consideriamo un qualsiasi algoritmo basato sui confronti che opera su sequenze di
oggetti distinti estratti da un insiemeU totalmente ordinato. Il funzionamento generale, su input formati
dan elementi, pùo essere rappresentato da un albero di decisione, cioè un albero binario, nel quale ogni
nodo internòe etichettato mediante un confronto del tipoai ≤ aj , dovei, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Il calcolo
eseguito dall’algoritmo su uno specifico input di lunghezzan, A = (A[1], A[2], . . . , A[n]), identifica un
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cammino dalla radice a una foglia dell’albero: attraversando un nodo interno etichettato da un confronto
ai ≤ aj , il cammino prosegue lungo il lato di sinistra o di destra a seconda seA[i] ≤ A[j] oppure
A[i] > A[j].
L’altezza dell’albero rappresenta quindi il massimo numero di confronti eseguiti dall’algoritmo su un
input di lunghezzan. Osserviamo che il risultato di un procedimento di ordinamento din elementi
è dato da una dellen! permutazioni della sequenza di input. Ne segue che l’albero di decisione deve
contenere almenon! foglie perch́e ciascuna di queste identifica un possibile output distinto. Per il lemma
precedente, possiamo allora affermare che il numero di confronti richiesti nel caso peggioreè almeno
dlog2 n!e. Applicando ora la formula di Stirling sappiamo che

log2 n! = n log2 n− (log2 e)n+
log2(πn) + 1

2
+ o(1)

e quindi la proposizionèe dimostrata.

8.3 Ordinamento per inserimento

Il primo algoritmo che consideriamòe basato sul metodo solitamente usato nel gioco delle carte per
ordinare una sequenza di elementi. Si tratta di inserire uno dopo l’altro ciascun oggetto nella sequenza
ordinata degli elementi che lo precedono. In altre parole, supponendo di aver ordinato le primei − 1
componenti del vettore, inseriamo l’elementoi-esimo nella posizione corretta rispetto ai precedenti.

L’algoritmo è descritto in dettaglio dal seguente programma:

Procedura Inserimento
Input: un vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) tale chen > 1 eA[i] ∈ U per

ogni i ∈ {1, 2, . . . , n};
begin

for i = 2, . . . , n do
begin

a := A[i]
j := i− 1
while j ≥ 1 ∧ a < A[j] do

begin
A[j + 1] := A[j]
j := j − 1

end
A[j + 1] := a

end
end

Osserva che l’implementazione dell’algoritmo su macchina RAM esegue al più un numero costante di
passi per ogni confronto tra elementi del vettore di ingresso. Possiamo quindi affermare che il tempo di
calcoloè dello stesso ordine di grandezza del numero di confronti eseguiti. Il caso peggiore, quello con
il massimo numero di confronti, occorre quandoA[1] > A[2] > · · · > A[n]. In questo caso la procedura
esegue

∑n−1
1 i = n(n−1)

2 confronti. Di conseguenza il tempo di calcolo richiesto dall’algoritmo su un
input di lunghezzan èΘ(n2) nel caso peggiore.
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Nel caso migliore invece, quando il vettoreA è gìa ordinato, la procedura esegue solon−1 confronti
e di conseguenza il tempo di calcolo risulta lineare. Osserviamo tuttavia che il caso migliore nonè rapp-
resentativo. Infatti, supponendo di avere in input una permutazione casuale (uniformemente distribuita)
di elementi distinti,̀e stato dimostrato che il numero medio di confronti risultan(n−1)

4 . Quindi, anche nel
caso medio, il tempo di calcolo resta quadratico.

8.4 Heapsort

L’algoritmo di ordinamento che presentiamo in questa sezione richiedeO(n log n) confronti per ordinare
una sequenza din elementi e risulta quindi ottimale a meno di un fattore costante. Il procedimento
adottato si basa su una importante struttura dati, lo heap, cheè spesso utilizzata per mantenere un insieme
di chiavi dal quale estrarre facilmente l’elemento massimo.

Definizione 8.1 Fissato un insieme totalmente ordinatoU , uno heapè un vettoreA = (A[1], A[2],
. . . , A[n]), doveA[i] ∈ U per ognii, che gode della seguente proprietà:

A[i] ≥ A[2i] e A[i] ≥ A[2i+ 1] per ogni intero i tale che 1 ≤ i < n/2,

e inoltre, sen è pari,A[n/2] ≥ A[n].

Questo significa cheA[1] ≥ A[2],A[1] ≥ A[3],A[2] ≥ A[4],A[2] ≥ A[5], ecc..
Uno heapA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) può essere rappresentato da un albero binarioT di n nodi,

denotati dagli interi1, 2, . . . , n, nel quale il nodo1 è la radice, ogni nodoi è etichettato dal valoreA[i] e
gode delle seguenti proprietà:

- se1 ≤ i ≤ n/2, allora2i è il figlio sinistro dii;
- se1 ≤ i < n/2, allora2i+ 1 è il figlio destro dii.

In questo modo, per ogni figlioj di i, A[i] ≥ A[j], e quindi l’etichetta di ogni nodo risulta maggiore o
uguale a quelle dei suoi discendenti. In particolare la radice contiene il valore massimo della sequenza.

Per esempio, lo heap definito dalla sequenza(7, 4, 6, 3, 4, 5, 1, 2) è rappresentato dal seguente albero
binario, nel quale abbiamo riportato le etichette dei nodi al loro interno.
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8.4.1 Costruzione di uno heap

Vogliamo ora definire una procedura in grado di trasformare un vettore in uno heap. Dato in input un
vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]), l’algoritmo deve quindi riordinare gli elementi diA in modo da
ottenere uno heap.
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Il procedimentòe basato sulla seguente definizione. Data una coppia di interii, j, dove1 ≤ i ≤ j ≤
n, diciamo che il vettore(A[i], . . . , A[j]) rispetta la propriet̀a dello heap se, per ogni` ∈ {i, . . . , j} e
ogni ˜̀∈ {2`, 2` + 1} tale che˜̀≤ j, vale la relazioneA[`] ≥ A[˜̀]. Supponiamo ora che per una data
coppia1 ≤ i < j ≤ n il vettore (A[i + 1], . . . , A[j]) rispetti la propriet̀a dello heap; possiamo allora
definire un procedimento che confronta l’elementoA[i] con i suoi discendenti nell’albero ed esegue gli
scambi opportuni in modo tale che anche il vettore(A[i], A[i + 1], . . . , A[j]) rispetti la propriet̀a dello
heap. Il calcolo viene eseguito dalla seguente procedura ricorsiva che si applica a ogni coppia di indici
i, j tali che1 ≤ i < j ≤ n, nella quale il vettoreA rappresenta una variabile globale. Nel programma
si utilizza una chiamata alla procedura Scambia(A[i], A[j]) che ha l’effetto di scambiare i valori delle
componenti di indicei e j del vettoreA.

Procedura Aggiornaheap(i, j)
if 2i = j then seA[i] < A[j] allora Scambia(A[i], A[j])

else if 2i < j then
begin

if A[2i] > A[2i+ 1] then k := 2i
else k := 2i+ 1

if A[i] < A[k] then
begin

Scambia(A[i], A[k])
Aggiornaheap(k, j)

end
end

L’algoritmo di costruzione dello heap̀e allora definito dalla seguente procedura che ha come input
un vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) tale chen > 1 eA[i] ∈ U per ognii ∈ {1, 2, . . . , n}.

Procedura Creaheap(A)
for i = bn

2 c, b
n
2 c − 1, . . . , 1 do Aggiornaheap(i, n)

La correttezza dell’algoritmòe una conseguenza della seguente osservazione: sei+1, . . . , n sono radici
di heap allora, dopo l’esecuzione di Aggiornaheap(i, n), i nodi i, i+1, . . . , n sono ancora radici di heap.

Per quanto riguarda invece il tempo di calcolo dell’algoritmo possiamo enunciare la seguente propo-
sizione.

Teorema 8.3 La procedura Creaheap, su un input di dimensionen, esegue al pìu4n+O(log n) confronti
tra elementi del vettore di ingresso, richiedendo quindi tempoΘ(n) nel caso peggiore.

Dimostrazione.Poich́e assumiamo il criterio uniforme,è chiaro che il tempo di calcolo richiesto dall’al-
goritmo su un dato input̀e proporzionale al numero di confronti eseguiti. Valutiamo quindi tale quantità
nel caso peggiore.

Non è difficile verificare che l’esecuzione della procedura Aggiornaheap(i, n) richiede un numero
di chiamate ricorsive al più uguale all’altezza del nodoi nello heap, ovvero la massima distanza dii da
una foglia. Inoltre ogni chiamata esegue al più 2 confronti; quindi il numero di confronti eseguiti da
Aggiornaheap(i, n) è al pìu 2 volte l’altezza del nodoi. Di conseguenza, nel caso peggiore, il numero
totale di confronti eseguiti da Creaheap(A) è due volte la somma delle altezze dei nodii ∈ {1, 2, . . . , n−
1}.
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Ora, postok = blog2 nc, abbiamo2k ≤ n < 2k+1. Si pùo quindi verificare che nello heap ci sono al
più un nodo di altezzak, due nodi di altezzak−1, . . ., 2j nodi di altezzak−j per ognij = 0, 1, . . . , k−1.
Quindi la somma delle altezze dei nodi dello heapè minore o uguale a

k−1∑
j=0

(k − j)2j

Questa somma può essere calcolata come nell’esempio 2.3, ottenendo

k
k−1∑
j=0

2j −
k−1∑
j=0

j2j = k(2k − 1)− (k − 2)2k − 2 = 2k+1 − k − 2.

Di conseguenza, il numero totale di confronti richiesti dall’algoritmo su un input di dimensionen è
minore o uguale a4n+O(logn) e il tempo di calcolo complessivo risulta quindiΘ(n).

8.4.2 Descrizione dell’algoritmo

Siamo ora in grado di definire l’algoritmo di ordinamento mediante heap.

Procedura Heapsort(A)
Input: un vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) tale chen > 1 eA[i] ∈ U per

ogni i ∈ {1, 2, . . . , n};
begin

Creaheap(A)
for j = n, n− 1, . . . , 2 do

begin
Scambia(A[1], A[j])
Aggiornaheap(1, j − 1)

end
end

La correttezza si ottiene provando per induzione che, dopok iterazioni del ciclo for, il vettore(A[n −
k + 1], . . . , A[n]) contiene, ordinati, ik elementi maggiori del vettore di ingresso, mentre il vettore
(A[1], . . . , A[n− k]) forma uno heap.

Per quanto riguarda la valutazione di complessità osserviamo che ogni chiamata Aggiornaheap(1, j)
richiede al pìu O(log n) passi e che Heapsort richiama tale proceduran − 1 volte. Poich́e il tempo
richiesto da Creaheap̀e lineare il numero totale di passi risultaO(n log n).

Concludiamo osservando che Aggiornaheap(1, j) esegue al più 2blog2 jc confronti fra elementi del
vettoreA. Di conseguenza, nel caso peggiore, il numero totale di confronti eseguiti da Heapsortè minore
o uguale a

4n+O(log n) + 2
n−1∑
j=1

blog2 jc = 2n log2 n+O(n).

Quindi anche il suo tempo di calcolo nel caso peggiore risultaΘ(n log n).

Esercizio

Esegui Heapsort sulla sequenza(1, 3, 2, 5, 6, 7, 9, 4, 2).
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Esercizio

Descrivi una versione non ricorsiva della procedura Aggiornaheap. Ci troviamo nel caso di una ricorsione
terminale?

8.5 Quicksort

L’algoritmo Quicksortè una classica procedura di ordinamento, basata su un metodo di partizione della
sequenza di input, che può essere facilmente implementata e offre buone prestazioni nel caso medio. Per
questo motivòe utilizzata come routine di ordinamento in molte applicazioni e viene spesso preferita ad
altre procedure che pur avendo complessità ottimale nel caso peggiore non offrono gli stessi vantaggi in
media.

La versione che presentiamo in questa sezioneè randomizzata, ovvero prevede l’esecuzione di alcuni
passi casuali. L’idea dell’algoritmòe semplice. La procedura sceglie casualmente un elementoα nella
sequenza di input e quindi suddivide quest’ultima in due parti, creando il vettore degli elementi minori
o uguali adα e quello degli elementi maggiori diα. In seguito l’algoritmo richiama ricorsivamente se
stesso sui due vettori ottenuti concatenando poi le sequenze ordinate.

Ad alto livello l’algoritmo pùo essere descritto dalla seguente procedura nella quale gli elemen-
ti del vettore di ingresso sono estratti da un insiemeU totalmente ordinato e assumono valori non
necessariamente distinti. Denotiamo qui con il simbolo∗ l’operazione di concatenazione tra vettori.

Procedure Quicksort(A)
Input:A = (a1, a2, . . . , an) tale cheai ∈ U per ognii ∈ {1, 2, . . . , n}.
begin

if n ≤ 1 then returnA
else

begin
scegli a caso un interok in {1, 2, . . . , n}
calcola il vettoreA1 degli elementiai di A tali chei 6= k eai ≤ ak

calcola il vettoreA2 degli elementiaj di A tali cheaj > ak

A1 := Quicksort(A1)
A2 := Quicksort(A2)
return A1 ∗ (ak) ∗A2

end
end

La correttezza della procedura può essere dimostrata facilmente per induzione sulla lunghezza del vettore
di input.

Per valutare il tempo di calcolo richiesto supponiamo di poter generare in tempoO(n) un numero in-
tero casuale uniformemente distribuito nell’insieme{1, 2, . . . , n}. In queste ipotesi l’ordine di grandezza
del tempo di calcolòe determinato dal numero di confronti eseguiti fra elementi del vettore di ingresso.

8.5.1 Analisi dell’algoritmo

Denotiamo conTw(n) il massimo numero di confronti tra elementi del vettore di ingresso eseguiti dal-
l’algoritmo su un inputA di lunghezzan. È evidente che i vettoriA1 e A2 della partizione possono
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essere calcolati medianten− 1 confronti. Inoltre la dimensione diA1 eA2 è data rispettivamente dak e
n− k − 1, per qualchek ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Questo implica che per ognin ≥ 1

Tw(n) = n− 1 + max
0≤k≤n−1

{Tw(k) + Tw(n− k − 1)},

mentreTw(0) = 0.
Vogliamo ora determinare il valore esatto diTw(n). Come vedremo, tale valore occorre quan-

do ogni estrazione casuale determina l’elemento massimo o minimo del campione. Infatti, poiché
max0≤k≤n−1{Tw(k) + Tw(n − k − 1)} ≥ Tw(n − 1), abbiamo cheTw(n) ≥ n − 1 + Tw(n − 1)
e quindi, per ognin ∈ IN, otteniamo

Tw(n) ≥
n−1∑

0

k =
n(n− 1)

2
(8.1)

Dimostriamo ora per induzione cheTw(n) ≤ n(n−1)
2 . La disuguaglianzàe banalmente vera pern = 0.

Supponiamo cheTw(k) ≤ k(k−1)
2 per ogni interok tale che0 ≤ k < n; sostituendo tali valori nella

equazione di ricorrenza e svolgendo semplici calcoli si ottiene

Tw(n) ≤ n− 1 +
1
2

max
0≤k≤n−1

{2k(k − n+ 1) + n2 − 3n+ 2}

Lo studio della funzionef(x) = 2x(x− n+ 1) mostra che il valore massimo assunto dallaf nell’inter-
vallo [0, n− 1] è0. Di conseguenza

Tw(n) ≤ n− 1 +
n2 − 3n+ 2

2
=
n(n− 1)

2

Assieme alla relazione (8.1) quest’ultima disuguaglianza implica

Tw(n) =
n(n− 1)

2

Quindi l’algoritmo Quicksort nel caso peggiore richiede un tempoΘ(n2).

Valutiamo ora il numero medio di confronti tra elementi del vettore di ingresso eseguiti dall’al-
goritmo. Chiaramente tale valore determina anche l’ordine di grandezza del tempo medio di calcolo
necessario per eseguire la procedura su una macchina RAM.

Per semplicit̀a supponiamo che tutti gli elementi del vettoreA di input siano distinti e che, per ogni
n, la scelta casuale dell’interok nell’insieme{1, 2, . . . , n} avvenga in maniera uniforme. In altre parole
ogni elemento del campione ha probabilità 1

n di essere scelto. Inoltre supponiamo che il risultato di ogni
scelta casuale sia indipendente dalle altre.

Denotiamo allora conE(n) il numero medio di confronti eseguiti dall’algoritmo su un input di
lunghezzan e, per ognij ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, rappresentiamo conE(n | |A1| = j) il numero medio di
confronti eseguiti supponendo che il vettoreA1, ottenuto dal processo di partizione, abbiaj componenti.
Possiamo allora scrivere

E(n) =
n−1∑
j=0

Pr{|A1| = j}E(n | |A1| = j) =
n−1∑
j=0

1
n
{n− 1 + E(j) + E(n− j − 1)}
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Attraverso semplici passaggi otteniamo la sequente equazione di ricorrenza:

E(n) =

{
0 sen = 0, 1
n− 1 + 2

n

∑n−1
j=0 E(j) sen ≥ 2 (8.2)

Tale ricorrenza pùo essere risolta applicando il metodo della sostituzione discusso nella sezione 6.6.1
oppure passando alle funzioni generatrici (vedi sezione 7.4.2).

Possiamo cosı̀ ricavare il valore esatto diE(n) per ognin ≥ 1:

E(n) = 2(n+ 1)
n∑

j=1

1
j
− 4n = 2n log n+O(n)

Di conseguenza l’algoritmo Quicksort può essere eseguito in tempoΘ(n log n) nel caso medio.

Esercizi

1) Confrontare la valutazione appena ottenuta del numero di confronti di Quicksort nel caso medio con
quella dell’algoritmo Heapsort nel caso peggiore.

2) Considera la sequenza{C(n)} tale cheC(0) = C(1) = 0 e, per ogni interon ≥ 2,

C(n) = n + 1 + max
k=0,1,...,n−1

{C(k) + C(n− 1− k)}

Dimostrare cheC(n) = (n2 + 3n− 4)/2, per ognin ≥ 1.

8.5.2 Specifica dell’algoritmo

Vogliamo ora fornire una versione più dettagliata dell’algoritmo che specifichi la struttura dati utilizzata
e il processo di partizione. Il nostro obiettivoè quello di implementare la procedurain loco, mediante un
procedimento che calcoli la sequenza ordinata attraverso scambi diretti tra i valori delle sue componenti,
senza usare vettori aggiuntivi per mantenere i risultati parziali della computazione. In questo modo lo
spazio di memoria utilizzatòe essenzialmente ridotto alle celle necessarie per mantenere il vettore di
ingresso e per implementare la ricorsione.

Rappresentiamo la sequenza di input mediante il vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) di n > 1 com-
ponenti. Per ogni coppia di interip, q, tali che1 ≤ p < q ≤ n, denotiamo conAp,q il sottovettore
compreso tra le componenti di indicep eq, cioèAp,q = (A[p], A[p+ 1], . . . , A[q]). Il cuore dell’algorit-
moè costituito dalla funzione Partition(p, q) che ripartisce gli elementi del vettoreAp,q rispetto al valore
α della prima componenteA[p]; questa funzione modifica quindi il valore delle componenti diAp,q e
restituisce un indicè ∈ {p, p+ 1, . . . , q} che gode delle seguenti proprietà:

- A[`] assume il valoreα;
- Ap,`−1 contiene i valori minori o uguali adα, originariamente contenuti inAp+1,q;
- A`+1,q contiene i valori maggiori diα, originariamente contenuti inAp+1,q.

La funzione Partition pùo essere calcolata dalla seguente procedura nella quale due indici (i ej) scorrono
il vettore da destra a sinistra e viceversa, confrontando le componenti con l’elemento scelto casualmente.

Supponiamo inoltre che il parametroA rappresenti una variabile globale; per questo motivo gli unici
parametri formali della procedura sonop e q che rappresentano gli indici del sottovettore sul quale si
opera la partizione (assumiamo sempre1 ≤ p < q ≤ n). Le altre variabili che compaiono nella
procedura sono locali.
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Function Partition(p, q)
begin
i := p+ 1
j := q
while i ≤ j do

begin
while A[j] > A[p] do j := j − 1
while A[i] ≤ A[p] ∧ i ≤ j do i := i+ 1
if i < j then

begin
Scambia(A[i], A[j])
i := i+ 1
j := j − 1

end
end

Scambia(A[p], A[j])
return j

end

Definiamo ora la procedura Quicksort(p, q) che ordina il vettoreAp,q utilizzando la funzione Partition
definita sopra; anche in questo casoA è una variabile globale e gli unici parametri formali sono gli indici
p e q che definiscono il sottovettore da ordinare.

Procedure Quicksort(p, q)
begin

(1) scegli a caso un interok in {p, p+ 1, . . . , q}
(2) Scambia(A[p], A[k])
(3) ` := Partition(p, q)
(4) if p < `− 1 then Quicksort(p, `− 1)
(5) if `+ 1 < q then Quicksort(`+ 1, q)

end

L’algoritmo complessivòe quindi dato dalla semplice chiamata Quicksort(1, n) e dalla dichiarazione di
A come variabile globale.

Esercizi

1) La chiamata di procedura Partition(p, q) può eseguire, a seconda dei valori del vettore di ingressoA,
n− 1, n oppuren + 1 confronti su elementi diA. Fornire un esempio per ciascuno di questi casi.

2) Dimostrare che la procedura Quicksort(1, n) esegue nel caso peggiore(n+1)(n+2)
2

− 3 confronti tra
elementi del vettore di ingresso.

3) Stimare il numero medio di confronti eseguiti dalla procedura Quicksort(1, n), assumendo le ipotesi
presentate nella sezione 8.5.1.

8.5.3 Ottimizzazione della memoria

Vogliamo ora valutare lo spazio di memoria necessario per implementare su macchina RAM la procedu-
ra definita nella sezione 8.5.2. Oltre allen celle necessarie per contenere il vettore di ingresso, occorre
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utilizzare una certa quantità di spazio per mantenere la pila che implementa la ricorsione. Se applichi-
amo lo schema presentato nella sezione 5.1, la traduzione iterativa su macchina RAM della procedura
Quicksort(1, n) utilizza, nel caso peggiore, uno spazio di memoriaO(n) per mantenere la pila. Se infat-
ti viene sempre estratto l’elemento maggiore del campione, la pila deve conservare i parametri relativi
a un massimo din − 1 chiamate ricorsive. In questa sezione introduciamo alcune ulteriori modifiche
all’algoritmo e descriviamo una diversa gestione della pila, in parte basata sulla ricorsione terminale de-
scritta nella sezione 5.2, che permette di ridurre lo spazio di memoria richiesto dalla pila a una quantità
O(log n).

Osserviamo innanzitutto che la procedura Quicksort descritta nella sezione 8.5.2 può essere miglio-
rata modificando l’ordine delle chiamate ricorsive. Più precisamente possiamo forzare la procedura a
eseguire sempre per prima la chiamata relativa al sottovettore di lunghezza minore. Si ottiene il nuovo
algoritmo semplicemente sostituendo i comandi(4) e(5) della procedura Quicksort(p, q) con le seguenti
istruzioni:

if `− p ≤ q − ` then
begin

if p < `− 1 then Quicksort(p, `− 1)
if `+ 1 < q then Quicksort(`+ 1, q)

end
else

begin
if `+ 1 < q then Quicksort(`+ 1, q)
if p < `− 1 then Quicksort(p, `− 1)

end

Descriviamo ora una versione iterativa del nuovo algoritmo. Osserviamo innanzitutto che, nel nostro
caso, il criterio di gestione della pila può essere semplificato sfruttando il fatto che le due chiamate
ricorsive sono le ultime istruzioni della procedura. Possiamo cioè definire una versione iterativa nella
quale la pila serve per mantenere l’elenco delle chiamate che devono ancora essere eseguite e non sono
state neppure iniziate. In altre parole, nella esecuzione della procedura, la prima chiamata ricorsiva
viene attivata dopo aver accantonato in testa alla pila i parametri necessari per eseguire la seconda.
Quest’ultima sar̀a attivata una volta completata la precedente, quando i suoi parametri si troveranno di
nuovo in testa alla pila. In particolare non abbiamo bisogno di mantenere nella pila il record di attivazione
della procedura chiamante.

L’algoritmo cos̀ı ottenutoè descritto nella seguente procedura. Come nella sezione precedente, de-
notiamo conA il vettore di input di lunghezzan > 1 che si suppone già presente in memoria. Il vettore
correnteè rappresentato dagli indicip e q, 1 ≤ p, q ≤ n, che inizialmente coincidono con1 en rispetti-
vamente. Sep ≤ q il vettore correntèe (A[p], A[p+ 1], . . . , A[q]) edè costituito daq − p+ 1 elementi;
se inveceq < p il vettore correntèe vuoto. Usando la funzione Partition la procedura spezza il vettore
corrente in due parti rappresentate dagli indicip, ` − 1 e ` + 1, q, dove` indica la posizione del pivot
restituita da Partition(p, q). La maggiore tra queste due viene memorizzata nella pila mentre la minore
diventa il nuovo vettore corrente.

Nel programma usiamo poi la variabileS per rappresentare la pila e il valoreΛ per denotare la pila
vuota. Gli elementi diS sono coppie di indici(i, j) che rappresentano i sottovettori accantonati nella
pila. Rappresentiamo quindi con Pop, Push e Top le tradizionali operazioni sulla pila.
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Procedure Quicksort Iterativo
Input : un vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) tale chen > 1 eA[i] ∈ U per

ogni i ∈ {1, 2, . . . , n};
begin

p := 1
q := n
S := Λ
stop:= 0
repeat

while p < q do
begin

scegli a caso un interok in {p, p+ 1, . . . , q}
Scambia(A[p], A[k])
` :=Partition(p, q)

if `− p < q − ` then


i := `+ 1
j := q
q := `− 1

else


i := `− 1
j := p
p := `+ 1

S := Push(S, (i, j))
end

if S 6= Λ then

{
(p, q) := Top(S)
S := Pop(S)

else stop:= 1
until stop= 1
return A

end

Si pùo dimostrare che la proceduraè corretta. Infatti, al termine dell’esecuzione di ogni ciclo repeat-
until, gli elementi del vettore di ingresso non ancora ordinati sono contenuti nella pilaS oppure nel
vettore corrente. La verifica di questa proprietà è facile. Di conseguenza, quando si esce dal ciclo,
abbiamo cheS = Λ e q − p < 1 e questo garantisce che il vettore di ingressoè ordinato.

Valutiamo ora l’altezza massima raggiunta dalla pila durante l’esecuzione dell’algoritmo. Osservi-
amo innanzitutto che il vettore corrente sul quale la procedura sta lavorando nonè mai maggiore del
vettore che si trova in testa alla pilaS (tranne quando la pilàe vuota). Inoltre, ad ogni incremento diS
la dimensione del vettore corrente viene ridotta almeno della metà. Quando un coppia(p, q) viene tolta
dalla pila questa rappresenta il nuovo vettore corrente e la sua dimensione nonè maggiore di quella dello
stesso vettore corrente appena prima dell’inserimento di(p, q) in S. Quindi, durante la computazione la
pila pùo contenere al più blog2 nc elementi, doven è la dimensione dell’input.

Esercizi

1) Implementare l’algoritmo iterativo appena descritto su un vettore di elementi distinti e determinare l’al-
tezza massima raggiunta dalla pila. Ripetere l’esecuzione del programma diverse volte e fornire il valore medio
dell’altezza raggiunta.

2) Assumendo il criterio di costo logaritmico, determinare l’ordine di grandezza dello spazio di memoria
richiesto per mantenere la pila.
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8.6 Statistiche d’ordine

In questa sezione descriviamo un algoritmo per un problema legato in modo naturale all’ordi-namento
di un vettore: determinare ilk-esimo elemento più piccolo di una data sequenza di oggetti. Fissato un
insieme totalmente ordinatoU il problemaè definito formalmente nel modo seguente:

Istanza: un vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) e un interok, tali che1 ≤ k ≤ n e
A[i] ∈ U per ognii ∈ {1, 2, . . . , n}.

Richiesta: calcolare ilk-esimo pìu piccolo elemento diA.

Un caso particolarmente interessante di tale problemaè il calcolo della mediana, corrispondente al valore
k = dn/2e.

Consideriamo ora un algoritmo qualsiasi che risolve correttamente il problema. Risulta evidente che
l’elemento dato in uscita deve essere confrontato con tutti i rimanenti, altrimenti modificando l’eventuale
componente non confrontata, otterremmo una risposta scorretta. Possiamo cosı̀ enunciare il seguente
risultato.

Teorema 8.4 Ogni algoritmo per il calcolo delk-esimo elemento più piccolo di un vettore richiede
almenon− 1 confronti su un input di lunghezzan.

Una soluzione al problema può essere quella di ordinare il vettore determinando poi la componente
di postok della sequenza ordinata. Tale metodo richiedeΩ(n log n) confronti e potrebbe quindi essere
migliorabile. Mostreremo infatti un algoritmo in grado di risolvere il problema in tempoO(n), risultando
quindi ottimale a meno di un fattore costante.

Fissato un intero dispari2t+ 1, l’algoritmo che vogliamo descrivere suddivide il vettore di ingresso
A = (A[1], A[2], . . . , A[n]) in d n

2t+1e sottovettori di2t + 1 elementi ciascuno (tranne al più l’ultimo).
Per ognuno di questi viene calcolata la mediana e quindi si richiama ricorsivamente la procedura per
determinare la medianaM delle mediane ottenute. Si determinano allora i vettoriA1, A2 eA3, formati
rispettivamente dagli elementi diA minori, uguali e maggiori diM . Si distinguono quindi i seguenti
casi:

- sek ≤ |A1|, si risolve ricorsivamente il problema per l’istanza(A1, k);
- se|A1| < k ≤ |A1|+ |A2| allora la rispostàeM ;
- se|A1|+ |A2| < k si risolve ricorsivamente il problema per l’istanza(A3, k − |A1| − |A2|);
Svolgiamo una breve analisi del tempo di calcolo richiesto dall’algoritmo. Osserviamo anzitutto

che ci sono almenob n
2(2t+1)c mediane minori o uguali aM ; ciascuna di queste nel proprio campione

ammette altrit elementi minori o uguali. Quindi l’insiemeA1 ∪ A2 contiene almeno(t + 1)b n
2(2t+1)c

elementi e di conseguenzaA3 ne possiede al più n− (t+ 1)b n
2(2t+1)c. Lo stesso discorso vale perA1.

Non è difficile provare che, pern maggiore o uguale a un valoreH opportuno, risulta

n− (t+ 1)b n

2(2t+ 1)
c ≤ (

6t+ 3
4(2t+ 1)

)n.

Modifichiamo allora l’algoritmo, richiedendo che su un input di lunghezza minore diH, il k-esimo
elemento della sequenza venga calcolato direttamente mentre, su un input di lunghezzan ≥ H, si
esegua il procedimento sopra descritto.

Denotando quindi conT (n) il tempo di calcolo richiesto nel caso peggiore su un input di lunghezza
n, otteniamo

T (n) =

{
c sen < H
T ( n

2t+1) + T ( 6t+3
4(2t+1)n) +O(n) sen ≥ H.
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dovec è una costante opportuna. InfattiT ( n
2t+1) è il tempo di calcolo necessario per determinare la

mediana delle mediane;T ( 6t+3
4(2t+1)n) è il tempo necessario per eseguire l’eventuale chiamata ricorsiva;

infine,O(n) passi occorrono per calcolare len2t+1 mediane e deteminare gli insiemiA1,A2 eA3.

Osserviamo ora che1
2t+1 + 6t+3

4(2t+1) < 1 se e solo set > 3
2 . Ricordando la soluzione delle equazioni

di ricorrenza del tipo

T (n) =

{
c sen < b
T (bαnc) + T (dβne) + n sen ≥ b.

presentata nel corollario 6.2, possiamo concludere che per ognit > 3
2 l’algoritmo lavora in tempo

T (n) = O(n) nel caso peggiore.
Scegliendot = 2 possiamo fissareH = 50 e otteniamo la seguente procedura:

Procedura Seleziona(A = (A[1], A[2], . . . , A[n]), k)
if n < 50 then

begin
ordina(A[1], A[2], . . . , A[n])
return A[k]

end
else

begin
dividi A in dn/5e sequenzeS1, S2, . . . , Sdn/5e
for k ∈ {1, 2, . . . , dn/5e} do calcola la medianaMk di Sk

M := Seleziona((M1,M2, . . . ,Mdn/5e), d n
10e)

calcola il vettoreA1 degli elementi diA minori diM
calcola il vettoreA2 degli elementi diA uguali aM
calcola il vettoreA3 degli elementi diA maggiori diM
if k ≤ |A1| then return Seleziona(A1, k)
if |A1| < k ≤ |A1|+ |A2| then return M
if |A1|+ |A2| < k then return Seleziona(A3, k − |A1| − |A2|)

end

8.7 Bucketsort

Gli algoritmi che abbiamo presentato nelle sezioni precedenti sono tutti basati sul confronto e non uti-
lizzano alcuna specifica proprietà degli elementi da ordinare. In questa sezione presentiamo invece un
algoritmo che dipende dalle proprietà dell’insieme dal quale gli oggetti della sequenza di input sono
estratti.

Come vedremo, il procedimento che illustriamoè stabile, ciòe fornisce in uscita un vettore nel quale
gli elementi che hanno lo stesso valore conservano l’ordine reciproco che possedevano nella sequenza
di input. Questa proprietà è spesso richiesta dalle procedure di ordinamento poiché i valori di ingresso
possono essere campi di record che contengono altre informazioni e che sono originariamente ordinati
secondo un criterio differente. In molti casi, qualora due elementi abbiano lo stesso valore, si vuole
conservare l’ordine precedente.
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L’idea dell’algoritmo Bucketsort viene solitamente presentata attraverso un semplice esempio. Sup-
poniamo di voler ordinaren interi x1, x2, . . . , xn, che variano in un intervallo[0,m− 1], dovem ∈ IN.
Sem è abbastanza piccolo, può essere conveniente usare il seguente procedimento:

begin
for i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} do crea una listaL(i) inizialmente vuota
for j ∈ {1, 2, . . . , n} do aggiungixj alla listaL(xj)
concatena le listeL(1), L(2), . . . , L(m) nel loro ordine

end

La lista ottenuta dalla concatenazione diL(1), L(2), . . . , L(m) fornisce ovviamente la sequenza ordina-
ta.

Questo metodo richiede chiaramenteO(m+n) passi e risulta quindi lineare sem ha lo stesso ordine
di grandezza din, migliorando quindi, in questo caso, le prestazioni degli algoritmi presentati nelle
sezioni precedenti.

Con alcune variazioni la stessa idea può essere usata per ordinare una sequenza di parole su un
alfabeto finito. SiaΣ un alfabeto finito formato dam simboli distinti e denotiamo conΣ+ l’insieme
delle parole definite suΣ (esclusa la parola vuota). Definiamo ora l’ordinamento lessicografico suΣ+

che, comèe ben noto, corrisponde al tradizionale ordinamento delle parole in un dizionario. Sia�
una relazione d’ordine totale suΣ e sianox = x1x2 · · ·xk e y = y1y2 · · · yh due parole inΣ+, dove
xi, yj ∈ Σ per ognii e ognij. Diciamo chex precede lessicograficamentey (x ≤` y) se:

- x è un prefisso diy, cioèk ≤ h exi = yi per ognii ≤ k,
- oppure esistej, 1 ≤ j ≤ k, tale chexi = yi per ognii < j, xj 6= yj exj � yj .
È facile verificare che≤` è una relazione d’ordine totale suΣ+. Descriviamo allora una procedura

per ordinare, rispetto alla relazione≤`, unan-pla di parole suΣ+, tutte di lunghezzak. Applicando
il procedimento illustrato sopra l’algoritmo costruisce la lista delle parole di ingresso ordinate rispetto
all’ultima lettera. Successivamente, si ordina la lista cosı̀ ottenuta rispetto alla penultima lettera e si
prosegue nello stesso modo per tutte lek posizioni in ordine decrescente. Come dimostreremo in seguito
la lista che si ottiene risulta ordinata rispetto alla relazione≤`.

Esempio 8.1Consideriamo l’alfabeto{a, b, c}, dovea � b � c, e applichiamo il metodo illustrato alla sequenza di parole

bacc, abac, baca, abbc, cbab.

L’algoritmo esegue4 cicli, uno per ogni posizione delle parole di ingresso. Denotiamo conLa, Lb, Lc le liste delle parole che
hanno rispettivamente la letteraa, b, c nella posizione corrente. Le liste al termine di ciascun ciclo sono le seguenti:

1) La = (baca)
Lb = (cbab)
Lc = (bacc, abac, abbc)

2) La = (cbab, abac)
Lb = (abbc)
Lc = (baca, bacc)

3) La = (baca, bacc)
Lb = (cbab, abac, abbc)
Lc = ()

4) La = (abac, abbc)
Lb = (baca, bacc)
Lc = (cbab)

La sequenza ordinatàe data dalla concatenazione delle listeLa, Lb eLc ottenute al temine dell’ultima iterazione.
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Descriviamo ora nel dettaglio la procedura. Sianoa1, a2, . . . , am gli elementi diΣ considerati
nell’ordine fissato. L’input̀e dato da una sequenza di paroleX1, X2, . . . , Xn tali che, per ognii ∈
{1, 2, . . . , n}, Xi = bi1bi2 · · · bik dovebij ∈ Σ per ognij. Per ogni letteraai, L(ai) denota la lista
relativa alla letteraai; all’inizio di ogni ciclo ciascuna di questèe vuota (Λ). Denotiamo inoltre conQ
la lista contenente la concatenazione delleL(ai) al termine di ogni iterazione.̀E evidente che in una
reale implementazione le listeL(ai) eQ non conterranno effettivamente le parole di ingresso ma, più
semplicemente, una sequenza di puntatori a tali stringhe.

Procedura Bucketsort
Input: una sequenza di paroleX1, X2, . . . , Xn tali che, per ognii ∈ {1, 2, . . . , n},
Xi = bi1bi2 · · · bik dovebij ∈ Σ per ognij = 1, 2, . . . , k.

begin
for i = 1, 2, . . . , n do aggiungiXi in coda aQ
for j = k, k − 1, . . . , 1 do

begin
for ` = 1, 2, . . . ,m do L(a`) := Λ
while Q 6= Λ do

begin
X := Front (Q)
Q := Dequeue (Q)
siaat la lettera diX di postoj
Inserisci in coda (L(at), X)

end
for ` = 1, . . . ,m do concatenaL(a`) in coda aQ

end
end

Teorema 8.5 L’algoritmo Bucketsort ordina lessicograficamente una sequenza din parole di lunghezza
k, definite su un alfabeto dim lettere, in tempoO(k(n+m)).

Dimostrazione.Si prova la correttezza dell’algoritmo per induzione sul numero di iterazioni del loop
più esterno. Al termine dellai-esima iterazione la listaQ contiene le parole ordinate lessicograficamente
rispetto alle ultimei lettere. Osserva infatti che, se allai+1-esima iterazione, due parole sono poste nella
stessa listaL(at), queste mantengono l’ordine reciproco che possedevano al termine dell’i-esimo ciclo.
Nota infine che ogni ciclo richiedeO(n + m) passi per analizzare uno dopo l’altro gli elementi diQ e
concatenare le listeL(at). QuindiO(k(n+m)) passi sono necessari per terminare l’implementazione.

Concludiamo ricordando che l’algoritmo presentato può essere migliorato ed esteso al caso in cui le
parole di ingresso sono di lunghezza diversa. SeL è la somma delle lunghezza delle parole di ingresso
si possono ordinare queste ultime in tempoO(m+ L).

Esercizi

1) Tra gli algoritmi di ordinamento presentati nelle sezioni precedenti quali sono quelli stabili?
2) Ricordando l’algoritmo per il calcolo della mediana di una sequenza, descrivere una nuova versione di

Quicksort che richiede un tempoO(n log n) nel caso peggiore.



Capitolo 9

Strutture dati e algoritmi di ricerca

Analizzando un problema, spesso ci si accorge che esso può essere agevolmente risolto mediante sequen-
ze di prefissate operazioni su opportuni insiemi. In altri termini, il progetto di un algoritmo risolutivo
per il problema risulta agevolato se ci si riferisce ad una “naturale” struttura di dati, dove conveniamo di
chiamarestruttura datila famiglia di tali insiemi ed operazioni.

L’individuazione di una struttura di dati permette di suddividere il problema in (almeno) due fasi:

1. progetto di un algoritmo risolutivo “astratto” espresso in termini di operazioni della struttura di
dati.

2. progetto di algoritmi efficienti per la rappresentazione dei dati e l’implementazione delle oper-
azioni sul modello di calcolo a disposizione.

Questa impostazione unisce semplicità, chiarezza e facilità di analisi. Infatti la correttezza dell’algo-
ritmo “eseguibile” pùo essere ottenuta considerando separatamente la correttezza dell’algoritmo “as-
tratto” e quella dell’implementazione delle operazioni. Infine, si può osservare che molti problemi
ammettono come “naturale” la stessa struttura dati: particolare attenzione andrà in tal caso dedicata
all’implementazione efficiente delle operazioni (algoritmi di base).

Questo approcciòe gìa stato utilizzato nel capitolo 4 per introdurre le strutture dati di base quali
vettori, liste, pile, ecc. Vogliamo ora studiare l’argomento con maggiore sistematicità presentando una
nozione generale di struttura dati.

9.1 Algebre eterogenee

Introduciamo innanzitutto un minimo di terminologia. La nozione centrale

STRUTTURA DI DATI = INSIEMI + OPERAZIONI

viene colta dal concetto di algebra eterogenea.
Data una sequenza di insiemi[A1, A2, . . . , An], diremo chek è il tipo dell’insiemeAk. Una funzione

parzialef : Ak(1)×. . .×Ak(s) → Al è detta operazione su[A1, A2, . . . , An] di ariet̀a(k(1)k(2) . . . k(s), l);
la ariet̀a di una operazionèe dunque una coppia(w, y) dovew è una parola su{1, 2, . . . , n} e y è un
elemento in{1, 2, . . . , n}. Se indichiamo conε la parola vuota, conveniamo che con operazione di arietà
(ε, k) si debba intendere un elemento diAk; tali “operazioni” sono anche dettecostanti.

123
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Definizione 9.1 Un’algebra eterogeneaA è una coppiaA = 〈[A1, . . . , An], [f1, . . . , fk]〉, doveA1,A2,
. . . , An sono insiemi ef1, f2, . . . , fk sono operazioni su[A1, A2, . . . , An] di data ariet̀a.

Vediamo alcuni esempi di algebre eterogenee.

Esempio 9.1 [PARTI DI A]

PARTI DI A = 〈[A, SUBSET (A), BOOL], [MEMBER, INSERT, DELETE,
Ø, a1, a2, . . . , am]〉
dove:

• A = {a1, a2, . . . , am} è un insieme fissato ma arbitrario,SUBSET (A) è la famiglia di sottoinsiemi diA con Ø
insieme vuoto,BOOL = {vero, falso};

• MEMBER : A× SUBSET (A) → BOOL,
INSERT, DELETE : A× SUBSET (A) → SUBSET (A)
sono le seguenti operazioni:

MEMBER(x, Y ) =

{
vero sex ∈ Y
falso altrimenti

INSERT (x, Y ) = Y ∪ {x},
DELETE(x, Y ) = Y − {x};

Le ariet̀a delle operazioniMEMBER, INSERT, DELETE, Ø, ak sono rispettivamente(12, 3), (12, 2), (12, 2), (ε, 2),
(ε, 1).

Esempio 9.2 [PARTI DI A ORDINATO (PAO)]

PAO= 〈[A, SUBSET (A), BOOL], [MEMBER, INSERT, DELETE, MIN,
Ø, a1, . . . , am]〉
dove:

• 〈A = {a1, a2, . . . , am},≤〉 è un insieme totalmente ordinato,SUBSET (A) è la famiglia di sottoinsiemi diA conØ
insieme vuoto,BOOL = {vero, falso};

• MEMBER, INSERT, DELETE sono definite come nell’insieme precedente,MIN : SUBSET (A) → A è
l’operazione di ariet̀a (2,1) conMIN(Y ) = min{x|x ∈ Y }.

Esempio 9.3 [PARTIZIONI DI A]

PARTIZIONI DI A= 〈[A, PART (A)], [UNION, FIND, ID, a1, . . . , am]〉
dove:

• A = {a1, a2, . . . , am} è un insieme,PART (A) è la famiglia delle partizioni diA (o equivalentemente delle relazioni
di equivalenza suA) doveID è la partizione identit̀a ID = {{a1}, {a2}, . . . , {am}}

• UNION : A×A× PART (A) → PART (A),
F IND : A× PART (A) → A
sono le operazioni:

UNION(x, y, P ) = partizione ottenuta da P facendo l’unione delle classi di equivalenza contenentix e
y;
FIND(x, P ) = elemento rappresentativo della classe di equivalenza in P contenentex. Osserva che, se
x ey appartengono alla stessa classe di equivalenza inP , alloraFIND(x, P ) = FIND(y, P ).

La ariet̀a delle operazioniUNION , FIND sono rispettivamente (112,2), (12,1).
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Esempio 9.4 [PILE DI A]

PILE DI A = 〈[A, STACK(A), BOOL], [ISEMPTY, PUSH, POP, TOP,
Λ, a1, . . . , am]〉
dove:

• A = {a1, . . . , am} è un insieme,STACK(A) è l’insieme delle sequenze finite
[ak(1), . . . , ak(n)] di elementi diA, compresa la sequenza vuotaΛ = { }.

• ISEMPTY : STACK(A) → BOOL,
PUSH : STACK(A)×A → STACK(A),
POP : STACK(A) → STACK(A),
TOP : STACK(A) → A
sono le operazioni:

ISEMPTY (S) =

{
vero seS = Λ
falso altrimenti

PUSH([ak(1), . . . , ak(n)], a) =[ak(1), . . . , ak(n), a]
POP ([ak(1), . . . , ak(n)]) =[ak(1), . . . , ak(n−1)]
TOP ([ak(1), . . . , ak(n)]) =ak(n)

Le ariet̀a diISEMPTY , PUSH, POP , TOP , Λ, ak sono rispettivamente (2,3), (21, 2), (2,2), (2,1) (ε,2) , (ε,1). Le
operazioni POP e TOP non sono definite suΛ.

Siano ora date due algebreA = 〈[A1, A2, . . . , An], [f1, . . . , fs]〉 eB = 〈[B1, B2, . . . , Bn],
[g1, . . . , gs]〉, dovefi egi hanno la stessa arietà per ognii.

Un omomorfismoφ : A → B è una famiglia di funzioniφj : Aj → Bj (1 ≤ j ≤ n) tale che, per
ogni indicei, se l’operazionefi ha ariet̀a (k(1)k(2) . . . k(s), l) vale:

φl(fi(xk(1), . . . , xk(s))) = gi(φk(1)(xk(1)), . . . , φk(s)(xk(s)))

Se inoltre le funzioniφi sono corrispondenze biunivoche, diremo cheφ è un isomorfismo e cheA è
isomorfo aB, scrivendoA ∼= B.

Esempio 9.5
Siano date le algebreZ = 〈[{. . . ,−1, 0, 1, . . .}], [+, ·]〉 eZp = 〈[{0,1, . . . ,p-1}], [+, ·]〉, dove+ e · denotano (ambiguamente)
l’usuale somma e prodotto e la somma e prodotto modulop. La trasformazione〈·〉p : Z → Zp che associa ad ogni interoz il
resto della divisione perp è un omomorfismo di algebre.

Esempio 9.6
Consideriamo l’algebra PARTIZIONI DI A prima definita e l’algebra
FORESTE SU A:

FORESTE SU A= 〈[A, FOR(A)], [UNION, FIND, ID, a1, . . . , am]〉
dove:

• A = {a1, . . . , am} è un insieme;FOR(A) è la famiglia delle foreste con vertici inA, in cui ogni albero ha una radice;
ID è la foresta in cui ogni verticèe un albero.

• UNION : A×A× FOR(A) → FOR(A),
FIND : A× FOR(A) → A
sono le operazioni:

UNION(x, y, F ) = foresta ottenuta da F collegando la radice dell’albero che contiene il nodox alla
radice dell’albero che contiene il nodoy, identificando quest’ultima come radice del nuovo albero ottenuto.
FIND(x, F ) = radice dell’albero in F contenente il verticex.

È facile verificare che la funzione identità I : A → A e la funzioneφ : FOR(A) → PART (A) che ad ogni foresta F
associa la partizione P in cui ogni classeè formata dai vertici di un albero in F realizzano un omomorfismo tra FORESTE SU
A e PARTIZIONI DI A. Osserviamo inoltre che l’omomorfismòe una corrispondenza biunivoca se ristretta alle costanti, che
sono[ID, a1, . . . , am] nel caso di FORESTE SU A e [ID,a1, . . . , am] nel caso di PARTIZIONI SU A.
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9.2 Programmi astratti e loro implementazioni

Molti problemi incontrati in pratica si possono ridurre a sottoproblemi, ognuno dei quali può essere
astrattamente formulato come sequenza di operazioni su una struttura di dati. Questo porta in modo
naturale alla seguente:

Definizione 9.2 Fissata una struttura di datiA = 〈[A1, A2, . . . , An], [f1, . . . , fs]〉, diremo che unpro-
gramma astrattoS suA è una sequenzaS1;S2, . . . , Sh in cui Si è una istruzione del tipo

Xi := fk(Z1, . . . , Zs)

doveZ1, . . . , Zs sono costanti o variabili in{X1, . . . , Xi−1}. Naturalmente ogni variabile sarà di un
dato tipo, e se(k(1)k(2) . . . k(s), l) è l’arietà di fk allora Xi è di tipo l, Z1 di tipo k(1), . . ., Zs di tipo
k(s).

Dato il programmaS sopra definito, possiamo assegnare ad ogni variabileXi un elementoresA(Xi)
dell’algebraA, definito induttivamente nel modo seguente:

resA(a) = a per ogni costantea,
resA(Xi) = fk(resA(Z1), . . . , resA(Zs)) se lai-esima istruzione inS e’ del tipo

Xi := fk(Z1, . . . , Zs).

Osserva che la definizionèe ben posta poich́e in S ogni variabileXi dipende solo dalle precedenti
X1, X2, . . . , Xi−1. Diremo inoltre che ilrisultato del programmaS = (S1;S2; . . . ;Sh) è l’elemento
resA(Xh).

Un concetto importantèe quello di implementazione concreta di una struttura dati astratta; in questo
caso la nozione algebrica crucialeè quella di omomorfismo biunivoco sulle costanti.

Diciamo che un omomorfismoφ : A → B tra due algebreA eB è biunivoco sulle costantise la
restrizione diφ sull’insieme delle costantìe una corrispondenza biunivoca.

Vale il seguente:

Teorema 9.1 Dato un programmaS, due algebreA eB e un omomorfismoφ : A→ B biunivoco sulle
costanti, seα è il risultato diS suA e seβ è il risultato diS suB allora vale cheβ = φ(α).

Dimostrazione. Poich́e per ipotesi le costanti sono in corrispondenza biunivoca, basta dimostrare per
induzione cheφ(resA(Xi)) = resB(Xi) per ogni variabileXi.
Infatti, se l’istruzionei-esima diS è della formaXi := fk(Z1, . . . , Zs) abbiamo:

φ(resA(Xi)) = φ(fk(resA(Z1), . . . , resA(Zs)))
= fk(φ(resA(Z1)), . . . , φ(resA(Zs))) per definizione di omomorfismo
= fk(resB(Z1), . . . , resB(Zs))) per ipotesi di induzione
= resB(Xi)

Osserviamo come conseguenza che se due algebreA eB sono isomorfe, allora i risultati dell’ese-
cuzione di un programmaS sulle due algebre sono corrispondenti nell’isomorfismo; da questo punto
di vista algebre isomorfe risultano implementazioni equivalenti della struttura di dati (si parla di dati
astratti, ciòe definiti a meno di isomorfismo).

Se vogliamo implementare un programma (astratto)S su una macchinaRAM , è necessario che:
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1. Ad ogni operazione dell’algebraA sia associata una procedura che opera su strutture di dati ef-
ficientemente implementabili suRAM (vettori, liste, alberi); si ottiene in tal modo una nuova
algebraB;

2. L’implementazione deve essere corretta; per quanto visto questoè vero se possiamo esibire un
omomorfismoφ : B → A biunivoco sulle costanti;

3. L’implementazione deve essere efficiente.È possibile che implementazioni “naturali” per una
operazione siano fortemente penalizzanti per le altre; in generale sarà necessario scegliere l’algebra
B con quella giusta ridondanza che mantenga bilanciato il costo della implementazione per tutte
le operazioni.

Per quanto detto, il costo dell’esecuzione suRAM di un programma (astratto)S su una algebra
A dipende dalla particolare implementazione. Ci limitiamo nel nostro contesto ad identificare il costo
con la “complessit̀a on-line”, in cui ci si riferisce esclusivamente alla esecuzione on-line diS, dove ciòe
l’esecuzione dellai-esima istruzione deve essere fatta senza conoscere le seguenti.

Concludiamo osservando che alcune implementazioni non sono realizzabili se il numero di costanti
dell’algebràe alto. Chiariamo questo fatto su un esempio specifico: l’implementazione diPARTI DI A.
SiaA = {e1, · · · , em}; una semplice rappresentazione di un sottoinsiemeX di A è ottenuta dal suo
vettore caratteristicoVX , doveVX è un vettore dim bit tale che

VX [k] =

{
1 seek ∈ X
0 altrimenti

L’implementazione delle operazioniMEMBER, INSERT ,DELETE, è immediata ed un program-
ma astratto di lunghezzan è eseguibile in tempo ottimaleO(n); tuttavia dobbiamo definire e mantenere
in memoria RAM un vettore di dimensionem, cosa che risulta impraticabile in molte applicazione.

Esempio 9.7
Un compilatore deve tener traccia in una tabella di simboli di tutti gli identificatori presenti sul programma che deve tradurre.
Le operazioni che il compilatore esegue sulla tabella sono di due tipi:

1. Inserimento di ogni nuovo identificatore incontrato, con eventuali informazioni (esempio: il tipo);

2. Richiesta di informazioni su un identificatore (esempio: il tipo).

È quindi richiesta una implementazione efficiente delle operazioniINSERT , MEMBER suPARTI DI “Identificatori”;
la rappresentazione di un insieme di identificatori mediante il suo vettore caratteristico risulta impraticabile perché il numero
di possibili identificatori in un linguaggio di programmazioneè generalmente elevatissimo (nelC sono possibili27 · 3037

identificatori).

9.3 Implementazione di dizionari mediante “Hashing”

Molti problemi possono essere modellati in modo naturale facendo riferimento all’algebraPARTI DI A;
questa struttura viene chiamata “dizionario”. Obbiettivo di questa sezioneè di presentare le idee di base
per l’implementazione di un dizionario con tecniche di “Hashing”.

Una funzione di hashing perA è una funzioneh : A→ {0, 1, 2, . . . ,m− 1}; qui supponiamo cheh
possa essere calcolata in tempo costante. Ogni elemento che implementaPARTI DI A è descritto da
un vettore(V [0], . . . , V [m−1]) dove, per ognik, V [k] è un puntatore a una listaLk =< ek1, · · · , eksk

>
di elementi diA, con la richiesta ulteriore cheh(ekj) = k (1 ≤ j ≤ sk); in tal modo si individua uni-
vocamente il sottoinsiemeX ⊆ A formato da tutti gli elementi presenti nelle listeL0, L1, · · · , Lm−1.
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La procedura che implementaINSERT (a,X) (risp.DELETE(a,X), risp.
MEMBER(a,X)) può essere cosı̀ descritta:

1. Calcolah(a).

2. Appendia alla listaLh(a) (risp. cancellaa dalla listaLh(a) , risp. controlla sea è nella listaLh(a)).

L’analisi rispetto al “caso peggiore” noǹe molto incoraggiante. Supponiamo infatti di avere un
programmaS che consiste inn istruzioniINSERT ; può succedere cheh associ lo stesso valore (per
esempio0) a tutti glin elementi inseriti, ed in tal caso il numero di operazioni elementari effettuate sulla
lista puntata daV [0] è

∑n
k=1 k = Θ(n2).

L’implementazione precedente risulta invece interessante per il “caso medio”, nell’ipotesi cheh(x)
assuma con uguale probabilità un qualsiasi valore in{0, 1, · · · ,m − 1} per un qualsiasi elemento da
inserire. Allora per ogni programmaS conn istruzioni la lunghezza media di ogni listaè al pìu n/m e
il tempo medio risulta quindiO( n

m · n).
SeS è conosciuto prima dell’esecuzione (caso off-line), scegliendom = |S| (ovverom = n), si

ottiene un tempo medio ottimaleO(n).
Nel caso di algoritmi on-line, non si può assumere a priori la conoscenza della lunghezza del pro-

grammaS. Si pùo allora procedere come segue:

1. Fisso un interom ≥ 1 e costruisco una tabella di hashT0 di m elementi.

2. Quando il numero di elementi inseriti superam, costruisco una nuova tabellaT1 di dimensione
2 ·m e ridistribuisco gli elementi secondoT1; quando il numero di elementi supera2 ·m costruisco
una nuova tabellaT2 di dimensione22 · m ridistribuendo gli elementi secondoT2, e cos̀ı via
costruendo tabelleTk di dimensione2k ·m, fino ad avere esaurito tutte le istruzioni.

Fissiamom = 1 per semplicit̀a di analisi. Poich́e il tempo medio per ridistribuire gli elementi
dalla tabellaTk−1 nella tabellaTk èO(2k), il tempo complessivo necessario alle varie ridistribuzioniè
O(1 + 2 + · · ·+ 2M ), essendo2M ≤ n = |S|. Poich́e 1 + 2 + · · ·+ 2M = 2 · 2M − 1 = O(2M ), tale
tempoèO(n). Poich́e inoltre ogni lista ha lunghezza aspettata al più 1, l’esecuzione di ogni istruzione
in S costa mediamenteO(1). In conclusione:

Proposizione 9.2L’implementazione con tecnica di hashing di un programmaS su un dizionario ha un
tempo medio di calcoloO(|S|).

9.4 Alberi di ricerca binaria

Descriviamo ora una struttura utile per implementare, con buona efficienza nel caso medio, programmi
astratti sulla struttura dati PARTI DIAORDINATO. I sottoinsiemi diA vengono qui rappresentati medi-
ante alberi di ricerca binaria. Le operazioni che dobbiamo implementare sono quelle di MIN, MEMBER,
INSERT e DELETE.

Ricordiamo innanzitutto cheA è un insieme totalmente ordinato e denotiamo con≤ la relativa re-
lazione d’ordine. Dato un sottoinsiemeS ⊆ A, un albero di ricerca binariaperS è un albero binario
T , i cui vertici sono etichettati da elementi diS, che gode delle seguenti proprietà. Denotando conE(v)
l’etichetta di ogni verticev, abbiamo:

1. per ogni elementos ∈ S, esiste uno e un solo verticev in T tale cheE(v) = s;
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2. per ogni verticev, seu è un vertice del sottoalbero sinistro div alloraE(u) < E(v);

3. per ogni verticev, seu è un vertice del sottoalbero destro div alloraE(u) > E(v).

Dato S = {s1, s2, . . . , sn}, ordinando i suoi elementi in ordine crescente otteniamo un vettoreS =
(S[1], S[2], . . . , S[n]); è facile dimostrare per induzione che un albero binarioT di n nodi diventa un
albero di ricerca binaria perS se, per ognik = 1, 2, . . . , n, si etichetta conS[k] il k-esimo vertice
visitato durante l’attraversamento in ordine simmetrico diT .

Per esempio, siaA l’insieme delle parole della lingua italiana ordinate in modo lessicografico e sia
S l’insieme{ la, pecora,è , un, animale, feroce}; tale insiemèe rappresentato dal vettore( animale,è
, feroce, la, pecora, un). Nel seguente albero binario di6 nodi i vertici sono numerati secondo l’ordine
simmetrico:

����
1

@@

����
3

����
2
��

��
��
�����

4

HH
HH

H

����
5

@@

����
6

Il seguente risulta allora un albero di ricerca binaria perS:

����
1animale

@@

����
3 feroce

����
2è
��

��
��
�����

4la

HH
HH

H

����
5 pecora

@@

����
6 un

Possiamo rappresentare un albero di ricerca binaria mediante le tabellesin, des, E e padre. Nel
nostro caso otteniamo la seguente rappresentazione:

vertici sin des E padre
1 0 3 animale 4
2 0 0 e’ 3
3 2 0 feroce 1
4 1 5 la 0
5 0 6 pecora 4
6 0 0 un 5

È chiaro che, per ogni nodov di T , i nodi con etichetta minore diE(v) si trovano eventualmente nel
sottoalbero sinistro div. Quindi, possiamo determinare il vertice con etichetta minima semplicemente
scorrendo il ramo sinistro dell’albero. Il procedimentoè descritto dalla seguente procedura nella quale
rappresentiamo conr la radice dell’albero.
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Procedure MIN(r)
begin

v := r
while sin(v) 6= 0 do v := sin(v)
return v

end

Analogamente, l’operazione MEMBER(x, S) può essere eseguita mediante la seguente procedura ri-
corsiva CERCA(x, v) che verifica se nel sottoalbero avente per radicev esiste un nodo di etichetta
x.

Procedure CERCA(x, v)
begin

if x := E(v) then return vero
if x < E(v) then if sin(v) 6= 0 then return CERCA(x, sin(v))

else return falso
if x > E(v) then if des(v) 6= 0 then return CERCA(x, des(v))

else return falso
end

L’appartenenza di un elemento all’insiemeS rappresentato dall’albero di ricerca binariaT può essere
allora verificata semplicemente mediante la chiamata CERCA(x, r).

Per quanto riguarda l’operazione INSERT(x, S), osserviamo che sex appartiene aS l’insieme non
viene modificato. Se inveceS è rappresentato dall’albero di ricerca binariaT ex 6∈ S, l’algoritmo deve
inserire inT un nuovo nodo etichettato conx, preservando la struttura di albero di ricerca binaria. In
questo modo l’algoritmo restituisce un albero di ricerca binaria per l’insiemeS ∪{x}. Il procedimentòe
ottenuto mediante la seguente procedura ricorsiva che eventualmente inserisce un nodo etichettatox nel
sottoalbero di radicev.

Procedure INSERT(x, v)
begin

if x < E(v) then if sin(v) 6= 0 then INSERT(x, sin(v))
else CREA NODO SIN(v, x)

if x > E(v) then if des(v) 6= 0 then INSERT(x, des(v))
else CREA NODO DES(v, x)

end

Qui la procedura CREANODO SIN(v, x) introduce un nuovo nodôv, figlio sinistro div ed etichettato
conx, aggiornando la tabella come segue:

sin(v) := v̂; padre(v̂) := v; E(v̂) := x; sin(v̂) := 0; des(v̂) := 0

La procedura CREANODO DES(v, x) è definita in maniera analoga.
Osserviamo che l’implementazione delle operazioni MIN, DELETE e INSERT non richiedono l’u-

so della tabellapadre(v); tale tabella risulta invece indispensabile per una efficiente implementazione
dell’operazione DELETE.

Una possibile implementazione di DELETE(x, S), doveS è rappresentato da un albero di ricerca
binariaT , richiede l’esecuzione dei seguenti passi:



9.4. ALBERI DI RICERCA BINARIA 131

1. Determina l’eventuale nodov tale chex = E(v).

2. Sev possiede al più un figlio, allora:

a) se v è una foglia basta toglierev dall’albero, ovvero eliminare la riga corrispondente nella
tabella aggiornando opportunamente quella relativa al padre;

b) sev è radice e ha un unico figliôv basta ancora toglierev dall’albero e assegnare0 apadre(v̂)
rendendo cos̀ı v̂ radice dell’albero;

c) sev nonè radice e ha un unico figliôv basta toglierev dall’albero collegando direttamentêv
conpadre(v). Naturalmente sev era figlio sinistro si ponesin(padre(v)) := v̂, mentre sev
era figlio destro si ponedes(padre(v)) := v̂.

Nel seguito indichiamo con TOGLI(v) la procedura che esegue i calcoli relativi al punto 2.È
chiaro che sev possiede al più un figlio l’esecuzione di TOGLI(v) permette di ottenere un albero
di ricerca binaria perS − {x}.

3. Sev ha due figli si pùo determinare il verticevM che ha etichetta massima nel sottoalbero di
sinistra div. Poich́e vM non ha figlio destro, associando av l’etichetta divM e applicando la
procedura TOGLI(vM ) si ottiene un albero di ricerca perS − {x}.

Il passo 3) richiede il calcolo del vertice di etichetta massima nel sottoalbero che ha per radice un nodo
qualsiasiu. Questo pùo essere determinato scorrendo il ramo di destra dell’albero, come descritto nella
seguente procedura.

Procedure MAX (u)
begin

v := u
while des(u) 6= 0 do v := des(v)
return v

end

La procedura principale per l’implementazione dell’operazione DELETEè allora la seguente:

Procedure ELIMINA (x, v)
begin

if x < E(v) ∧ sin(v) 6= 0 then ELIMINA (x, sin(v))
if x > E(v) ∧ des(v) 6= 0 then ELIMINA (x, des(v))
if x = E(v) then if v ha al piu’ un figliothen TOGLI(v)

else
begin

vM := MAX (sin(v))
E(v) := E(vM )
TOGLI(vM )

end
end

L’operazione DELETE(x, S), doveS è un insieme rappresentato da un albero di ricerca binariaT , con
radicer, può quindi essere implementata dalla semplice chiamata ELIMINA(x, r), dover è la radice di
T .
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Le procedure qui delineate MEMBER, INSERT, MIN, e DELETE richiedono, se applicate a un
albero di altezzah, un tempo di calcoloO(h); ricordiamo che un albero binario din nodi ha un’altezzah
tale chelog n ≤ h ≤ n− 1. Poich́e applicando all’insieme vuoto un programma astratto din operazioni
MEMBER, INSERT, MIN e DELETE si ottengono alberi di al piùn elementi, ne segue che l’esecuzione
di un tale programma richiede tempoO(n2). Purtroppo questo limite superioreè stretto: se infatti, in un
albero di ricerca binaria inizialmente vuoto, inseriamo consecutivamenten elementia1, a2, . . . , an tali
chea1 < a2 < · · · < an, si eseguono

∑n−1
k=0 k ∼

n2

2 operazioni di confronto.
Fortunatamente le prestazioni nel caso medio risultano migliori. Consideriamo infattin elementi

a1, a2, . . . , an tali chea1 < a2 < · · · < an e supponiamo di voler inserire tali elementi in un ordine qual-
siasi nell’ipotesi che tutti i possibili ordinamenti siano equiprobabili. Più precisamente scegliamo una
permutazione casuale(ap(1), ap(2), . . . , ap(n)) degli n elementi assumendo che tutte len! permutazioni
abbiano la stessa probabilità di essere scelte. Consideriamo quindi il programma INSERT(ap(1), S),
INSERT(ap(2), S), . . . , INSERT(ap(n), S) e denotiamo conTn il numero medio di confronti necessari
per eseguire tale programma. Osserviamo innanzitutto che, per ognik ∈ {1, 2, . . . , n}, ap(1) = ak con
probabilit̀a 1/n. In questo caso l’albero di ricerca ottenuto alla fine dell’esecuzione dell’algoritmo avrà
la radice etichettata daak, mentre il sottoalbero di sinistra della radice conterràk−1 elementi e quello di
destran− k. Questo significa che durante la costruzione dell’albero, il valoreap(1) sar̀a confrontato con
tutti gli altri elementi della sequenza, per un totale din− 1 confronti; inoltre, eseguiremo in mediaTk−1

confronti per costruire il sottoalbero di sinistra eTn−k per costruire quello di destra. Di conseguenza,
nel casoap(1) = ak, si eseguonon − 1 + Tk−1 + Tn−k confronti. Poich́e questo evento si verifica con
probabilt̀a1/n per ognik, otteniamo la seguente equazione, valida per ciascunn > 1:

Tn =
n∑

k=1

1
n

(n− 1 + Tk−1 + Tn−k).

Mediante semplici passaggi questa equazione si riduce alla ricorrenza

Tn =

{
0 sen = 1∑n

k=1
1
n(n− 1 + Tk−1 + Tn−k) altrimenti

che coincide con quella ottenuta nell’analisi di Quicksort, studiata nelle sezioni 6.6.1 e 7.4.2. Si ottiene
in questo modo il valoreTn = 2n log n+O(n).

Possiamo allora concludere affermando che, nel caso medio,n operazioni MEMBER, INSERT e
MIN eseguite su un albero di ricerca binaria inizialmente vuoto, richiedonoO(n log n) passi.

Esercizi

1) Le procedure CERCA, INSERT e ELIMINA appena descritte sono procedure risorsive. Quali di queste
forniscono un esempio di ricorsione terminale?

2) Descrivere una versione iterativa delle procedure CERCA, INSERT e ELIMINA.
3) Descrivere un algoritmo per ordinare un insieme di elementiS assumendo in input un albero di ricerca

binaria perS. Mostrare che, seS possieden elementi, l’algoritmo funziona in tempoΘ(n) (si assuma il criterio
uniforme).

4) Usando gli alberi di ricerca binaria (e in particolare la procedura di inserimento) si descriva un algoritmo
di ordinamento generico. Svolgere l’analisi dell’algoritmo nel caso peggiore e in quello medio (nelle solite
ipotesi di equidistribuzione) e confrontare i risultati con quelli relativi a Quicksort.

5) Consideriamo l’algoritmo che su inputn ∈ IN, n > 2, introduce in un albero di ricerca binaria
inizialmente vuoto la seguente sequenza di numeri interi, utilizzando la tradizionale procedura di inserimento:

1, 2n, 2, 2n− 1, 3, 2n− 2, . . . , n, n + 1

Descrivere l’albero ottenuto assumendo il tradizionale ordinamento sugli interi. Inoltre, assumendo il criterio
uniforme, valutare in funzione din l’ordine di grandezza del tempo di calcolo richiesto dall’algoritmo.
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9.5 Alberi 2-3

Abbiamo precedentemente osservato che l’implementazione di PARTI DIAORDINATO mediante alberi
di ricerca binaria, permette di eseguire programmi astratti din istruzioni in tempo medioO(n log n);
tuttavia, nel caso peggiore, si ottengono tempi di calcoloΘ(n2). In questa sezione presentiamo una
struttura che permette di eseguire lo stesso calcolo in tempoO(n log n) anche nel caso peggiore.

Osserviamo innanzitutto che, usando strutture ad albero per implementare PARTI DIAORDINATO,
il tempo di esecuzione di una operazione MEMBER dipende essenzialmente dalla profondità del nodo
cui è applicata. Ricordiamo che ogni albero conn nodi, nel quale ogni vertice possiede al più k figli,
ha altezza maggiore o uguale alogk n. Quindi, per eseguire in maniera sempre efficiente l’operazione
MEMBER, è necessario che l’albero abbia una altezza prossima alogk n. Per questo motivo chiameremo
informalmentebilanciati gli alberi con radice di altezzaO(log n), doven è il numero dei nodi. È
allora chiaro che ogni efficiente implemetazione di PARTI DIAORDINATO, basata su alberi, richiederà
l’utilizzo di alberi bilanciati. A tal fine risultano critiche le procedure INSERT e DELETE: esse dovranno
preservare la proprietà di bilanciamento degli alberi trasformati.

La famiglia di alberi bilanciati che prendiamo in considerazione in questa sezioneè quella degli
alberi 2-3. Un albero 2-3̀e un albero ordinato in cui ogni nodo che non sia foglia possiede 2 o 3 figli e
nel quale tutte le foglie hanno uguale profondità. Nel seguito, per ogni nodo internov di un albero 2-3,
denoteremo conf1(v), f2(v), f3(v) rispettivamente il primo, il secondo e l’eventuale terzo figlio div.

In un albero 2-3 conn nodi e altezzah vale evidentemente la relazione

h∑
k=0

2k ≤ n ≤
h∑

k=0

3k

e quindi2h+1 − 1 ≤ n ≤ (3h+1 − 1)/2. Questo implica cheblog3 nc − 1 ≤ h ≤ dlog2 ne e di
conseguenza gli alberi 2-3 risultano bilanciati nel nostro senso.

Consideriamo ora un insieme{a1, a2, . . . , an} ⊆ A tale chea1 < a2 < · · · < an. Rappresentiamo
tale insieme mediante un albero 2-3 le cui foglie, da sinistra a destra, sono identificate rispettivamente dai
valori a1, a2, . . . , an. Invece i nodi interni dell’albero contengono le informazioni necessarie alla ricerca
degli elementiai: per ogni nodo internov denotiamo conL(v) e M(v) rispettivamente, la massima
foglia del sottoalbero di radicef1(v) e la massima foglia del sottoalbero di radicef2(v).

Per esempio, si consideri l’insieme di parole{ la, pecora,è , un, animale, molto, feroce} dotato
dell’ordinamento lessicografico. Tale insieme può essere implementato dal seguente albero 2-3, al quale
si devono aggiungere le informazioni relative ai valoriL eM .

animale
������

è
����@@

feroce
������

la
����@@

molto
��������

pecora
����

un
����HH

HH����
2
��
��
��
��

����
3 ����

4
XXX

XXX
XXX

X����
1

Tale alberòe rappresentato dalla corrispondente tabella, nella quale riportiamo solo i valori relativi
ai nodi interni, dotata delle ulteriori informazioniL eM .
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vertici f1 f2 f3 L M

1 2 3 4 e’ la
2 animale e’ 0 animale e’
3 feroce la 0 feroce la
4 molto pecora un molto pecora

Osserviamo che ogni insieme con almeno due elementi può essere rappresentato da alberi 2-3, poiché
l’equazione3x+ 2y = n ammette soluzioni intere non negative per ogni interon ≥ 2.

La procedura per calcolare l’elemento minimo di un insieme rappresentato da un albero 2-3 di radice
r è immediata:

Procedure MIN(r)
begin

v := r
while f1(v) 6= 0 do v := f1(v)
return v

end

Inoltre, una procedura fondamentale per implementare le altre operazioniè del tutto simile all’algo-
ritmo di ricerca binaria presentato nella sezione 5.2.1:

Procedure CERCA(a, v)
begin

if f1(v) e’ una fogliathen return v
else if a ≤ L(v) then return CERCA(a, f1(v))
else if f3(v) = 0 ∨ a ≤M(v) then return CERCA(a, f2(v))

else return CERCA(a, f3(v))
end

Sia {a1, a2, . . . , an} l’insieme rappresentato dall’albero, cona1 < a2 < · · · < an. Per ogni valore
a ∈ A e ogni nodo internov dell’albero, la procedura CERCA(a, v) restituisce un nodo internop, del
sottoalbero che ha per radicev, i cui figli sono foglie e che verifica la seguente proprietà:

seai è l’eventuale elemento in{a1, a2, . . . , an} che precede il più piccolo figlio di p
e aj l’eventuale elemento di{a1, a2, . . . , an} che segue il pìu grande figlio dip, allora
ai < a < aj .

. . .

ai

����HH
H

�������
. . . ����HH
H

aj

�������
. . .

����
p

. . . . . . .

Questo significa che sea appartiene all’insieme, cioè è foglia dell’albero con radicer, alloraa è figlio di
p = CERCA(a, r). Di conseguenza la seguente procedura implementa l’operazione MEMBER:



9.5. ALBERI 2-3 135

Procedure MEMBER(a, r)
begin

p := CERCA(a, r)
if a e’ figlio di p then return vero

else return falso
end

Una naturale implementazione di INSERT(a, r) (o DELETE(a, r)) richiede preliminarmente di cal-
colarep = CERCA(a, r), aggiungendo poi (o cancellando) il nodoa ai figli di p. Il problemaè che
sep ha 3 figli, l’inserimento dia ne crea un quarto e quindi l’albero ottenuto nonè più un albero 2-3.
Analogamente, sep ha due figli di cui unòe a, la cancellazione dia provoca la formazione di un nodo
interno con un solo figlio, violando nuovamente la proprietà degli alberi 2-3.

Per risolvere questi problemi focalizziamo l’attenzione sull’operazione INSERT (l’operazione DELETE
può essere trattata in maniera analoga). Definiamo anzitutto una procedura ausiliaria, denominata RIDUCI,
che trasforma un albero con un vertice con 4 figli, e gli altri nodi interni con 2 o 3 figli, in un albero 2-3
con le stesse foglie. Questa proceduraè descritta dal seguente schema nel quale si prevede l’uso esplicito
della tabellapadre:

Procedure RIDUCI(v)
if v ha 4 figli then

begin
crea un nodôv
assegna âv i primi due figli v1 ev2 di v

(aggiornando opportunamente i valorif1, f2, f3 di v e v̂
e i valoripadre di v1 ev2)

if v e’ radicethen


crea una nuova radicêr
f1(r̂) := v̂
f2(r̂) := v
aggiorna i valoripadre di v e v̂

else


u := padre(v)
poni v̂ figlio di u immediatamente a sinistra div
RIDUCI(u)

end

Possiamo a questo punto esibire la procedura INSERT(a, r) che implementa correttamente l’oper-
azione di inserimento quandoè applicata ad alberi 2-3 con almeno due foglie:

Procedure INSERT(a, r)
begin

p := CERCA(a, r)

if a non e’ figlio dip then

{
aggiungi in ordine il nodoa ai figli di p
RIDUCI(p)

end

Notiamo che le procedure appena descritte vanno opportunamente modificate in modo da aggiornare i
valori delle tabelleL eM relative ai nodi che si trovano lungo il cammino dap alla radice e ai nuovi
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vertici creati dal processo di riduzione.̀E bene notare che l’aggiornamento delle tabelleL e M può
giungere fino alla radice anche se il processo di creazione di nuovi nodi si arresta prima.

Concludiamo osservando che, nelle procedure descritte sopra, il numero di passi di calcoloè al pìu
proporzionale all’altezza dell’albero considerato. Se quest’ultimo possieden foglie il tempo di calcolo
è alloraO(log n) per ogni procedura.

Esempio
L’albero 2-3 descritto nella figura seguente rappresenta l’insieme di lettere{a, c, e, f, g, h, i} disposte in
ordine alfabetico. Nei nodi interni sono stati posti i corrispondenti valori delle tabelleL eM .

a
������

c
����@@

e
��������

f
����

g
����HH

HH

h
������

i
����@@

����
a, c
���

���
���

�

����
e, f ����

h, i
XXX

XXX
XXX

X����
c, g

Inserendo la letterad otteniamo l’albero seguente:

a
������

c
����@@

d
������

e
����@@

f
������

g
����@@

h
������

i
����@@

����
a, c
��
��

����
d, e
HH

HH

����
f, g
��

��

����
h, i
HH

HH����
c, e
��
��
��
��

����
g, i
PP

PP
PP

PP����
e, i

Cancellando ora il nodoc otteniamo:

a
��������

d
����

e
����HH

HH

f
������

g
����@@

h
������

i
����@@

����
a, d
���

���
���

�

����
f, g ����

h, i
PP

PP
PP

PP����
e, g

9.6 B-alberi

I B-alberi possono essere considerati come una generalizzazione degli alberi 2-3 descritti nella sezione
precedente. Si tratta anche in questo caso di alberi bilanciati che consentono la rappresentazione di insie-
mi totalmente ordinati e permettono l’esecuzione di ciascuna operazione MEMBER, INSERT, DELETE
e MIN in tempoO(log n) su ogni insieme din elementi.
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Fissiamo un interom ≥ 2. Allora un B-albero (o B-tree) di ordinem su un insiemeS di n elementi
(che nel seguito chiameremochiavi) è un albero ordinato che gode delle seguenti proprietà:

1. ogni nodo interno possiede al più 2m figli;

2. ogni nodo interno possiede almenom figli, escluso la radice che ne ha almeno 2;

3. gli elementi diS sono assegnati ai nodi interni dell’albero. Ciascuna chiaveè assegnata a un solo
nodo. Se la chiavea è assegnata al nodov diremo anche chev contienea;

4. tutte le foglie hanno la stessa profondità (e non contengono alcuna chiave);

5. ogni nodo internov conk + 1 figli v0, v1, . . . , vk contienek chiavi ordinate

a1 < a2 < · · · < ak

e inoltre :

a) ogni chiavea contenuta nel sottoalbero di radicev0 soddisfa la relazionea < a1,
b) ogni chiavea contenuta nel sottoalbero di radicevi (1 ≤ i ≤ k − 1) soddisfa la

relazioneai < a < ai+1,
c) ogni chiavea contenuta nel sottoalbero di radicevk soddisfa la relazioneak < a.

L’intero m è anche chiamatoindice di ramificazionedell’albero. Osserva che ogni nodo interno
contiene almenom − 1 chiavi (esclusa la radice) e ne possiede al più 2m − 1. Inoltre, poich́e il grado
dei nodi pùo variare di molto, conviene rappresentare il B-albero associando a ogni nodo internov con
figli v0, v1, . . . , vk, k + 1 puntatorip0, p1, . . . , pk, dove ognipi punta al nodovi.

È chiaro allora come utilizzare le chiavi contenute nei vari nodi per indirizzare la ricerca di un ele-
mento nell’insiemeS. Il metodoè del tutto analogo a quello descritto per gli alberi 2-3 edè basato
sulla seguente procedura nella qualex è una possibile chiave er è la radice dell’albero. La principale
differenzaè che in questo caso la procedura nonè ricorsiva.

Procedure CERCA(x, r)
begin

v := r
esci := 0
repeat

if v e’ una fogliathen esci := −1
else

begin
sianoa1, a2, . . . , ak le chiavi ordinate contenute inv
sianof0, f1, . . . , fk i corrispondenti figli div
i := 1
ak+1 := +∞ (valore convenzionale maggiore di ogni possibile chiave)
while x > ai do i := i+ 1
if x = ai then esci := i

else v := fi−1

end
until esci 6= 0
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if esci = −1 then return 0
else return (v, esci)

end

L’esecuzione di CERCA(x, r) restituisce(v, j) sex è la j-esima chiave del nodov, altrimenti la
procedura fornisce il valore0. Quindi, la semplice chiamata di CERCA(x, r) permette di verificare sex
appartiene all’insiemeS mantenuto dall’albero considerato.

Descriviamo ora l’implementazione dell’operazione INSERT. Per inserire una nuova chiavex in un
B-alberoT occorre eseguire i seguenti passi:

1. svolgi la ricerca dix in T fino a determinare un nodo internov i cui figli sono foglie;

2. collocax tra le chiavi div in maniera ordinata, creando un nuovo figlio div (una foglia) da porre
immediatamente a destra o a sinistra dix;

3. se orav possiede2m chiavi ordinate (e quindi2m + 1 figli) richiama la procedura RIDUCI(v)
definita in seguito.

Procedure RIDUCI(v)
sianoa1, a2, . . . , a2m le chiavi div e sianof0, f1, . . . , f2m i suoi figli
if v possiede un fratello adiacenteu con meno di2m− 1 chiavi

then



p := padre(v)
y := chiave separatrice diu ev in p
if u e’ fratello maggiore div

then


cancellaa2m dav e inseriscilo inp al posto diy
inserisciy in u come chiave minima
rendif2m primo figlio di u togliendolo dav

else


cancellaa1 dav e inseriscilo inp al posto diy
inserisciy in u come chiave massima
rendif0 ultimo figlio di u togliendolo dav

else



crea un nuovo nodou
assegna au le chiaviam+1, am+2, . . . , a2m e i figli fm, fm+1, . . . , f2m

togliedoli dav
if v e’ radice

then


crea una nuova radicer
assegnaam a r togliendolo dav
rendiv eu figli di r conam come elemento separatore

else



p := padre(v)
assegnaam ap togliendolo dav
rendiu figlio di p come minimo fratello maggiore div

conam come elemento separatore
if p possiede ora2m chiavi then RIDUCI(p)

L’operazione DELETE pùo essere implementata in maniera simile. In questo caso si deve verificare
se il nodo al qualèe stata tolta la chiave contiene almenom − 1 elementi. Se noǹe questo il caso,
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bisogna prelevare una chiave dai nodi vicini ed eventualmente dal padre, ripetendo quindi l’operazione
di cancellazione su quest’ultimo.

La procedura che esegue la cancellazione di una chiavex da un B-alberoT esegue i seguenti passi:

1. svolgi la ricerca dix in T fino a determinare il nodo internov che contienex;

2. se i figli div non sono foglie esegui le seguenti istruzioni che riducono il problema alla cancellazine
di una chiave che si trova in un nodo interno di profondità massima:

begin
siaf il figlio di v immediatamente a sinistra dix
calcola la chiave massimaz contenuta nel sottoalbero di radicef
siag il nodo che contienez
sostituiscix conz in v
x := z
v := g

end

3. cancellax in v ed elimina uno dei figli adiacenti (una foglia);

4. se orav possiedem− 2 chiavi (e quindim− 1 figli) e v nonè radice, allora richiama la procedura
ESPANDI(v) definita in seguito.

Procedure ESPANDI(v)
if v e’ radice

then if v non possiede chiavithen

{
eliminav
rendi il figlio di v nuova radice

else
begin

if v possiede un fratello adiacenteu con almenom chiavi

then



p := padre(v)
y := chiave separatrice diu ev in p
if u e’ fratello maggiore div

then


togli dau la chiave minima e inseriscila inp al posto diy
inserisciy in v come chiave massima
rendi il primo figlio diu ultimo figlio di v

else


togli dau la chiave massima e inseriscila inp al posto diy
inserisciy in v come chiave minima
rendi l’ ultimo figlio di u primo figlio di v

else



p := padre(v)
siau un fratello div adiacente
siay la chiave inp separatrice trav eu
inserisci inv la chiavey mantenendo l’ordine
inserisci inv le chiavi diu mantenendo l’ordine
assegna av i figli di u mantenendo l’ordine
cancella dap la chiavey e il figlio u
elimina il nodou
if p possiede ora meno dim− 1 chiavi (e quindi meno dim figli)

then ESPANDI(p)
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end

L’efficienza di queste procedure dipende dall’altezza dell’albero. Per valutare tale quantità considera
un B-albero di altezzah contenenten chiavi. Osserva che vi sono: un nodo a profondità 0, almeno 2
nodi a profondit̀a 1, almeno2m nodi a profondit̀a 2, almeno2m2 a profondit̀a 3, e cos̀ı via. La radice
contiene almeno una chiave mentre gli altri nodi ne contengono almenom− 1 (escluse le foglie che non
contengono chiavi). Di conseguenza il numeron di chiavi è maggiore o uguale a

1 +

(
h−2∑
i=0

2mi

)
(m− 1)

e, svolgendo semplici calcoli, otteniamo

h ≤ 1 + logm

n+ 1
2

.

Osserva che, scegliendom in maniera opportuna, si può ridurre di molto il valore dell’altezza dell’albero.
Tuttavia, anche la scelta di un valore dim troppo elevato noǹe vantaggiosa poiché rende costosa la
ricerca di un elemento all’interno di ciascun nodo.

Concludiamo questa sezione ricordando che in molti algoritmiè necessario implementare operazioni
MIN, INSERT e DELETE su un dato insieme ordinato senza bisogno di eseguire la ricerca di un elemento
qualsiasi (MEMBER). Questo si verifica quando le operazioni INSERT e DELETE possono essere ese-
guite senza effettivamente cercare l’elemento da inserire o da cancellare; nell’operazione INSERT questo
significa che l’elemento da introdurre nonè presente nella struttura mentre, nell’operazione DELETE,
questo vuol dire chèe nota la posizione dell’elemento da cancellare nella struttura (per esempio si tratta
del minimo). Le strutture dati che eseguono le tre operazioni MIN, INSERT e DELETE in queste ipotesi
sono chiamatecode di priorit̀a e possono essere viste come una semplificazione della struttura PARTI
DI A ORDINATO.

Gli alberi binari, gli alberi 2-3 e i B-alberi possono essere utilizzati come code di priorità, perch̀e
eseguono appunto le operazioni sopra considerate. Un’altra struttura che rappresenta un’efficiente im-
plementazione di una coda di priorità è costituita dagliheap rovesciati, nei quali ciòe il valore associato
ad ogni nodo internòe minore di quello associato ai figli. Nota che in questo caso la radice contiene il
valore minimo dell’insieme e quindi l’operazione MIN può essere eseguita in tempo costante. Le altre
due invece richiedono un tempoO(log n), doven è il numero degli elementi presenti nello heap.

9.7 Operazioni UNION e FIND

Una partizione di un insiemeA è una famiglia{A1, A2, . . . , Am} di sottoinsiemi diA, a due a due
disgiunti (ciòeAi ∩Ak = ∅ per ognii 6= k), che copronoA (ovvero tali cheA = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Am).

Il concetto di partizionèe strettamente connesso a quello di relazione di equivalenza. Ricordiamo
che una relazione di equivalenza suA è una relazioneR ⊆ A × A che verifica le proprietà riflessiva,
simmetrica e transitiva. In altre parole, per ognix, y, z ∈ A, si verificaxRx, xRy ⇒ yRx, exRy ∧
yRz ⇒ xRz (qui xRy significa(x, y) ∈ R).

Comeè noto, per ognia ∈ A, la classe di equivalenza dia moduloR è l’insieme[a]R = {x ∈ A |
xRa}. È facile verificare che, per ogni relazione di equivalenzaR su un insiemeA, l’insieme delle classi
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di equivalenza moduloR forma una partizione diA. Viceversa, ogni partizione{A1, A2, . . . , Am} di A
definisce automaticamente una relazione di equivalenzaR suA: basta infatti definirexRy per tutte le
coppie di elementix, y che appartengono a uno stesso sottoinsiemeAi della partizione. Di conseguenza
la partizione pùo essere agevolmente rappresentata da unan-pla di elementia1, a2, . . . , am ∈ A, dove
ogni ai appartiene aAi; in questo modo[ai] = Ai per ognii = 1, 2, . . . ,m e ai è chiamatoelemento
rappresentativodella sua classe di equivalenza.

Nell’esempio 9.3 abbiamo definito una struttura dati basata sulla nozione di partizione. Le operazioni
fondamentali definite sulle partizioni sono le operazioni UNION e FIND. Data una partizioneP di un
insiemeA e una coppia di elementix, y ∈ A, abbiamo

UNION(x, y, P ) = partizione ottenuta da P facendo l’unione delle classi di equivalenza
contenentix ey;
FIND(x, P ) = elemento rappresentativo della classe di equivalenza in P contenentex.

Esempio 9.8
Consideriamo la famiglia delle partizioni dell’insiemeA = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, convenendo di sottolineare gli elementi
rappresentativi. Allora, seP è la partizione{{1, 3, 7}, {2}, {4, 5, 6, 8, 9}}, abbiamo

FIND(4, P ) = 8

UNION(3, 2, P ) = {{1, 2, 3, 7}, {4, 5, 6, 8, 9}}

Descriviamo ora alcune possibili implementazioni di PARTIZIONI DIA mediante FORESTE SU
A. La partizione{A1, A2, . . . , Am} sar̀a rappresentata da una foresta composta dam alberi con radice
T1, T2, . . . , Tm tali che ogniAi è l’insieme dei nodi diTi e la radice diTi è l’elemento rappresentativo
di Ai (1 ≤ i ≤ m).

Una foresta pùo essere facilmente rappresentata mediante una tabellapadre.

Esempio 9.9

La partizione{{1, 3, 7}, {2}, {4, 5, 6, 8, 9}} può essere rappresentata dalla foresta

5����1������
3����@@

6��������
4����

9����PP
PP

7����
8����

2����

a sua volta descritta dalla seguente tabella

vertici padre

1 7
2 0
3 7
4 8
5 9
6 8
7 0
8 0
9 8
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Una semplice implementazione dell’operazione FIND consiste nel risalire dal nodo considerato fino
alla radice:

Procedure FIND(v)
begin

x := v
while padre(x) 6= 0 do x := padre(x)
return x

end

Osserva che, anche in questo caso, il costo della procedura (in termini di tempo)è proporzionale alla
profondit̀a del nodo considerato e quindi nel caso peggiore all’altezza dell’albero di appartenenza.

Analogamente, l’operazione UNION può essere realizzata determinando le radici dei due elementi e
rendendo quindi la seconda figlia della prima.

Procedure UNION(u, v)
begin

x := FIND(u)
y := FIND(v)
if x 6= y then padre(y) := x

end

Anche in questo caso il tempo di calcolo dipende essenzialmente dalla profondità dei due nodi. Notiamo
tuttavia che, se i nodi di ingressou e v sono radici, il tempòe costante. Come si vedrà nel seguito, in
molte applicazione le operazioni UNION vengono applicate solo alle radici.

L’implementazione appena descritta nonè tuttavia particolarmente efficiente. Infatti, fissato un in-
siemeA di n elementi,̀e facile definire una sequenza din operazioni UNION e FIND che richiedeΘ(n2)
passi, se applicata alla partizione identità ID (nella quale ogni elemento diA forma un insieme). A tale
scopoè sufficiente definire una sequenza di operazioni UNION che porta alla costruzione di alberi del
tutto sbilanciati (per esempio formati da semplici liste di elementi) e quindi applicare le operazioni FIND
corrispondenti.

9.7.1 Foreste con bilanciamento

Per rimediare alla situazione appena descritta, si può definire una diversa implementazione delle par-
tizioni, sempre utilizzando foreste, la quale mantiene l’informazione relativa alla cardinalità degli insiemi
coinvolti. In questo modo l’operazione UNION può essere eseguita semplicemente rendendo la radice
dell’albero pìu piccolo figlia della radice dell’albero di cardinalità maggiore. Se applicato a una foresta di
alberi intuitivamente bilanciati, questo accorgimento consente di mantenere la proprietà di bilanciamento
e quindi di ridurre il tempo richiesto dall’esecuzione delle procedure FIND.

Una foresta dotata di questa informazione può essere rappresentata aggiungendo alla tabellapadre
una tabellanum: per ogni radicer della foresta cosiderata,num(r) indica il numero di nodi dell’albero
che ha per radicer; conveniamo di porrenum(v) = 0 per ogni nodov non radice.

Esempio 9.10

La foresta descritta nell’esempio precedente può essere allora rappresentata dalla seguente tabella:
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vertici padre num

1 7 0
2 0 1
3 7 0
4 8 0
5 9 0
6 8 0
7 0 3
8 0 5
9 8 0

L’operazione UNION pùo allora essere eseguita nel modo seguente:

Procedure UNION(u, v)
begin

x := FIND(u)
y := FIND(v)
if x 6= y then

if num(x) < num(y) then


padre(x) := y
num(y) := num(x) + num(y)
num(x) := 0

else


padre(y) := x
num(x) := num(x) + num(y)
num(y) := 0

end

Nel seguito chiameremoforesta con bilanciamentol’implementazione appena descritta.
Possiamo ora provare la seguente proprietà :

Proposizione 9.3Utilizziamo una foresta con bilanciamento per implementare le partizioni di un in-
sieme din elementi. Allora, durante l’esecuzione din− 1 operazioni UNION a partire dalla partizione
identità ID, l’altezza di ogni albero conk nodi nonè mai superiore ablog2 kc.

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione suk. Sek = 1 la propriet̀a è banalmente verificata. Sia
k > 1 e supponiamo la proprietà vera per ogni intero positivoi < k. SeT è un albero conk nodi, T
è stato costruito unendo due alberiT1 e T2, dove il numero di nodi diT1 è minore o uguale a quello
di T2. Quindi T1 possiede al più bk/2c nodi e, per ipotesi di induzione, la sua altezzah(T1) deve
essere minore o uguale ablog2 kc − 1. Analogamente,T2 possiede al più k − 1 nodi e di conseguenza
h(T2) ≤ blog2(k − 1)c ≤ blog2 kc. Osservando ora che

h(T ) = max{h(T2), h(T1) + 1}

otteniamoh(T ) ≤ blog2 kc.

L’immediata conseguenza della proposizione precedenteè che l’esecuzione diO(n) operazioni UNION
e FIND su un insieme din elementi, a partire dalla partizione identità, pùo essere eseguita in tempo
O(n log n).
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9.7.2 Compressione di cammino

La complessit̀a asintoticaO(n log n) appena ottenuta può essere migliorata eseguendo le operazioni
FIND mediantecompressione di cammino. Più precisamente si tratta di eseguire FIND(u) memorizzan-
do in una lista tutti i nodi che si trovano sul cammino dau alla radicer rendendo poi ciascuno di questi
vertici figlio di r. L’effetto quindi della esecuzione di una FIND̀e quello di comprimere l’albero nel
quale si trova l’argomento della procedura. Di conseguenza l’esecuzione di ulteriori operazioni FIND
sullo stesso albero potrebbe richiedere una minore quantità di tempo.

Il procedimentòe descritto intuitivamente dalla seguente figura.
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Rappresentando la foresta mediante la tabellapadre il procedimento descritto può essere implemen-
tato mediante la seguente procedura.

Procedure FIND(u)
begin

v := u
L := Λ (lista vuota)

while padre(v) 6= 0 do

{
L := INSERISCI IN TESTA(L, v)
v := padre(v)

for x ∈ L do padre(x) := v
return v

end

Usando la compressione di cammino, la complessità in tempo dell’esecuzione delle operazioni UNION
e FIND viene a dipendere dalla funzioneG : IN → IN definita dall’uguaglianza

G(n) = min{k ∈ IN | n ≤ F (k)},

nella qualeF è la funzioneF : IN → IN, tale che

F (k) =

{
1 sek = 0
2F (k−1) sek ≥ 1.

Osserviamo che la funzioneF cresce molto velocemente come mostra la seguente tabella:
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k F (k)
0 1
1 2
2 4
3 16
4 65536
5 265536

Viceversa la funzioneG, essendo di fatto l’inversa diF , ha una crescita estremamente lenta. In realtà si
verificaG(n) ≤ 5 per ognin ≤ 265536 (ovvero per ognin utilizzabile in pratica).

La seguente proposizione, di cui omettiamo la complicata dimostrazione, fornisce una valutazione
asintotica del tempo di calcolo necessario per eseguire le operazioni UNION e FIND combinando le
procedure descritte in questa sezione e nella precedente.

Proposizione 9.4Dato un insiemeA, supponiamo di utilizzare una foresta per rappresentare una par-
tizione diA e implementiamo le operazioni UNION e FIND mediante bilanciamento e compressione di
cammino. Allora una sequenza diO(n) operazioni UNION e FIND, eseguita a partire dalla partizione
identità, pùo essere eseguita in tempoO(n ·G(n)).

Esercizio
Considera la seguente procedura che esegue una sequenza di operazioni UNION-FIND su un insieme din > 2
elementiA = {a1, a2, . . . , an}, a partire dalla partizione identità.

begin
for i = 2, . . . , n do

if i pari then UNION(a1, ai)
else UNION(ai, ai−2)

end

a) Supponendo di utilizzare una foresta semplice, descrivere l’albero ottenuto dalla procedura data.
b) Nell’ipotesi precedente, valutare l’ordine di grandezza del tempo di calcolo richiesto in funzione del

parametron (si assuma il criterio uniforme).
c) Supponiamo ora di utilizzare una foresta con bilanciamento: descrivere l’albero ottenuto eseguendo la

procedura e valutare il tempo di calcolo richiesto in questo caso.
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Capitolo 10

Il metodo Divide et Impera

Un metodo spesso usato per risolvere un problema consiste nel partizionare i dati di ingresso in istanze
di dimensioni minori, risolvere il problema su tali istanze e combinare opportunamente i risultati parziali
fino ad ottenere la soluzione cercata. Questa strategiaè generalmente chiamata “divide et impera” e con-
sente in molti casi di progettare algoritmi asintoticamente efficienti. Nella prossima sezione descriviamo
il metodo in generale mentre in quelle successive presentiamo alcuni esempi significativi di algoritmi
basati su questa tecnica.

10.1 Schema generale

Consideriamo un problemaΠ, descritto da una funzioneSol : I → R, doveI è l’insieme delle istanze di
Π (che chiameremo anche “dati”) eR quello delle soluzioni (“risultati”). Come al solito, per ognix ∈ I
denotiamo con|x| la sua dimensione. Intuitivamente, per risolvere il problemaΠ su una istanzax, un
algoritmo di tipo “divide et impera” procede nel modo seguente.

1. Se|x| è minore o uguale a un valoreC fissato, si determina direttamente la soluzione consultando
una tabella in cui sono elencate tutte le soluzioni per ogni istanzay ∈ I di dimensione minore o
uguale aC, oppure applicando un algoritmo opportuno.

2. Altrimenti, si eseguono i seguenti passi:

(a) partizionax in b dati ridotti rid1(x), rid2(x), . . . , ridb(x) ∈ I tali che, per ognij =
1, 2, . . . , b,

|ridj(x)| = d|x|/ae oppure |ridj(x)| = b|x|/ac

per un opportunoa > 1 (e quindi|ridj(x)| < |x|);

(b) risolvi ricorsivamente il problema sulle istanzerid1(x), rid2(x), . . . , ridb(x);

(c) usa le risposte sui dati ridotti per ottenere la soluzione sux.

Supponiamo ora di avere una procedura Opevarieper l’esecuzione del passo (2c); in altre parole Opevarie
restituisce il valoreSol(x) ricevendo in ingresso le soluzioni relative ai datirid1(x), rid2(x), . . .,
ridb(x). Allora, la procedura generale che si ottieneè la seguente:

147
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Procedura F (x)
if |x| ≤ C then return Sol(x)

else beg in
for j = 1, 2, . . . , b do calcolaxj = ridj(x)
for j = 1, 2, . . . , b do zj := F (xj)
w := Opevarie(z1, z2, . . . , zb)
return w

end

Osserviamo che le soluzioni parzialiSol(x1), Sol(x2),...,Sol(xb) vengono calcolate in maniera in-
dipendente le une dalle altre. Come vedremo meglio in seguito questo porta a eseguire più volte even-
tuali computazioni comuni alle chiamateF (x1), F (x2), . . . , F (xb). D’altra parte questo procedimento
permette una facile parallelizzazione dell’algoritmo; infatti, disponendo di un numero opportuno di pro-
cessori, leb chiamate ricorsive previste al passo (2b) possono essere eseguite contemporaneamente e in
maniera indipendente mentre solo la fase di ricomposizione dei risultati prevede la sincronizzazione dei
vari processi.

Passiamo ora all’analisi della procedura. Indichiamo conn la dimensione di una istanza del prob-
lema; vogliamo stimare il tempoT (n) richiesto dall’algoritmo per risolvere il problema su dati di
dimensionen nel caso peggiore.

Chiaramente,T (n) dipender̀a a sua volta dal tempo necessario per eseguire la procedura Opevarie
sulle risposte a dati di dimensionen/a. Per calcolare tale quantità è necessario entrare nei dettagli
dei singoli casi; a questo livello di generalità possiamo rappresentarla semplicemente conTop(n) che
supponiamo nota.

Allora, supponendo chen sia divisibile pera, otteniamo la seguente equazione:

T (n) = b · T
(
n

a

)
+ Top(n) ( se n > C).

Nel cason ≤ C possiamo assumere cheT (n) sia minore o uguale a una costante fissata.
L’analisi di algoritmi ottenuti con la tecnica “divide et impera”è quindi ricondotta allo studio di

semplici equazioni di ricorrenza del tipo

T (n) = bT

(
n

a

)
+ g(n).

trattate in dettaglio nella sezione 6.4.
Illustriamo ora questa tecnica con quattro esempi che riguardano classici problemi.

10.2 Calcolo del massimo e del minimo di una sequenza

Come primo esempio presentiamo un algoritmo per determinare i valori massimo e minimo di una
sequenza di interi. Formalmente il problemaè definito nel modo seguente.

Istanza: un vettoreS = (S[1], S[2], . . . , S[n]) di n interi;
Soluzione: gli interia e b che rappresentano rispettivamente il valore minimo e quello

massimo tra gli elementi diS.
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L’algoritmo che presentiamo in questa sedeè basato sul confronto tra gli elementi diS. Di conseguenza
la stessa procedura può essere utilizzata per risolvere l’analogo problema definito su una sequenza di
elementi qualsiasi per i quali sia fissata una relazione d’ordine totale. Il nostro obiettivoè quello di
determinare il numero di confronti eseguiti dalla procedura su un input di dimensionen: tale quantit̀a
fornisce anche l’ordine di grandezza del tempo di calcolo richiesto dalla procedura su una macchina
RAM a costo uniforme. Lo stesso ragionamento può essere applicato per stimare altri parametri quali il
numero di assegnamenti o di operazioni aritmetiche eseguiti.

Il procedimento pìu semplice per risolvere il problema scorre la sequenza di input mantenendo il
valore corrente del massimo e del minimo trovati e confrontando questi ultimi con ciascuna componente
di S.

begin
b := S[1]
a := S[1]
for i = 2, . . . , n do

begin
if S[i] < a then a := S[i]
if S[i] > b then b := S[i]

end
end

Tale procedura eseguen−1 confronti per determinare il minimo e altrettanti per determinare il massimo.
In totale quindi vengono eseguiti2n− 2 confronti.

Descriviamo ora un altro algoritmo che permette di risolvere il medesimo problema con un numero
di confronti minore del precedente. L’ideaè quella di suddividere la sequenza di ingresso in due parti
uguali; richiamare ricorsivamente la procedura su queste due e quindi confrontare i risultati ottenuti.
Formalmente l’algoritmòe definito dalla semplice chiamata della procedura ricorsiva Maxmin(1, n) che
restituisce i due valori cercati manipolando il vettoreS di ingresso come una variabile globale.

begin
read S[1], S[2], . . . , S[n]
(a, b) := Maxmin(1, n)
return (a, b)

end

Per ogni coppia di interii, j, tali che1 ≤ i ≤ j ≤ n, la chiamata Maxmin(i, j) restituisce una cop-
pia di elementi(p, q) che rappresentano rispettivamente i valori minimo e massimo del sottovettore
(S[i], S[i+1], . . . , S[j]). Tale proceduràe ricorsiva e utilizza due operatori,max emin, che definiscono
rispettivamente il massimo e il minimo tra due interi.

Procedure Maxmin(1, n)
begin

if i = j then return (S[i], S[i])
else if i+ 1 = j then return (min(S[i], S[j]),max(S[i], S[j]))

else begin
k := b i+j

2 c
(a1, b1) := Maxmin(i, k)
(a2, b2) := Maxmin(k + 1, j)
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return (min(a1, a2),max(b1, b2))
end

end

Denotiamo conC(n) il numero di confronti eseguito dall’algoritmo su un input di dimensionen. È
facile verificare cheC(n) soddisfa la seguente equazione di ricorrenza:

C(n) =


0 sen = 1
1 sen = 2
C(bn

2 c) + C(dn
2 e) + 2 sen > 2

Supponendon = 2k perk ∈ IN e sviluppando l’equazione precedente, otteniamo

C(n) = 2 + 2C
(
n

2

)
= 2 + 4 + 4C

(
n

4

)
=

= 2 + 4 + · · ·+ 2k−1 + 2k−1C(2) =

=
k−1∑
j=1

2j + 2k−1 = 2k + 2k−1 − 2

Quindi, ricordando chek = log2 n, si ottieneC(n) = 3
2n− 2. Quindi, rispetto all’algoritmo precedente,

la nuova procedura esegue un numero di confronti ridotto di circa un quarto su ogni input che ha per
dimensione una potenza di2.

Esercizi

1) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare l’ordine di grandezza dello spazio di memoria
richiesto dall’algoritmo sopra descritto.

2) Supponendo che len componenti del vettoreS siano interi compresi tra1 en, svolgere l’analisi del tempo
di calcolo richiesto dall’algoritmo precedente assumendo il criterio di costo logaritmico.

10.3 Mergesort

In questa sezione presentiamo un altro classico esempio di algoritmodivide et impera. Si tratta dell’al-
goritmo Mergesort per risolvere il problema dell’ordinamento. Tale procedura ha notevoli applicazioni
pratiche poich́e su di essa sono basate gran parte delle routine di ordinamento esterno, quelle cioé che
devono ordinare dati distribuiti su memoria di massa.

L’istanza del problemàe data da un vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) le cui componenti sono
estratte da un insiemeU totalmente ordinato rispetto a una relazione d’ordine≤ fissata. L’insieme
U potrebbe essere per esempio l’insiemeZZ dei numeri interi e≤ l’usuale relazione d’ordine tra interi.
Oppure,U potrebbe rappresentare l’insiemeΣ∗ di tutte le parole su un dato alfabeto finitoΣ e≤ potrebbe
denotare la relazione di ordinamento lessicografico suΣ∗.

L’algoritmo restituisce il vettoreA ordinato in modo non decrescente. Il procedimentoè semplice:
si suddivide il vettoreA in due sottovettori di dimensione quasi uguale, si richiama ricorsivamente la
procedura per ordinare ciascuno di questi, quindi si immergono le due sequenze ottenute in un’unica
n-pla ordinata. L’algoritmòe descritto formalmente dalla procedura Mergesort(i, j), 1 ≤ i ≤ j ≤ n,
che ordina il sottovettore(A[i], A[i+ 1], . . . , A[j]). La semplice chiamata di Mergesort(1, n) restituisce
l’intero vettoreA ordinato. Durante l’esecuzione del calcolo il vettoreA è considerato come una variabile
globale.
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Procedura Mergesort(i, j)
begin

if i < j then
begin

k := b i+j
2 c

Mergesort(i, k)
Mergesort(k + 1, j)
Merge(i, k, j)

end
end

Il cuore del procedimentòe costituito dalla procedura Merge(i, k, j), 1 ≤ i ≤ k < j ≤ n, che riceve
i vettori ordinati (A[i], A[i + 1], . . . , A[k]), (A[k + 1], . . . , A[j]) e restituisce il vettore(A[i], A[i +
1], . . . , A[j]) ordinato definitivamente.

La procedura Merge(i, k, j) scorre gli elementi delle due sequenze(A[i], A[i + 1], . . . , A[k]) e
(A[k + 1], . . . , A[j]) mediante due puntatori, uno per ciascun vettore, inizialmente posizionato sulla
prima componente. Ad ogni passo gli elementi scanditi dai puntatori vengono confrontati, il minore
viene aggiunto a una lista prefissata (inizialmente vuota) e il puntatore corrispondente viene spostato
sull’elemento successivo. Quando uno dei due vettoriè stato scandito interamente si aggiungono alla
lista gli elementi rimanenti dell’altro nel loro ordine. Al termine la lista contiene i valori dei due vet-
tori ordinati e viene quindi ricopiata nelle componentiA[i], A[i+ 1], . . . , A[j]. La proceduràe descritta
formalmente dal seguente programma nel quale la lista ausiliariaè implementata dal vettoreB.

Procedura Merge(i, k, j)
begin

t := 0; p := i; q := k + 1
while p ≤ k ∧ q ≤ j do

begin
t := t+ 1

if A[p] ≤ A[q] then

{
B[t] := A[p]
p := p+ 1

else

{
B[t] := A[q]
q := q + 1

end
if p ≤ k then

for ` = 0, 1, . . . , k − p do A[j − `] := A[k − `]
for u = 1, 2, . . . , t do A[i+ u− 1] := B[u]

end

Vogliamo calcolare il massimo numero di confronti eseguiti dalla procedura Mergesort su un input
di lunghezzan. Denotiamo conM(n) tale quantit̀a. È facile verificare che Merge(i, k, j) esegue, nel
caso peggiore,j− i confronti (quanti nel caso migliore?). Ne segue che, per ognin > 1,M(n) soddisfa
la seguente equazione:

M(n) =

{
0 sen = 1
M(bn

2 c) +M(dn
2 e) + n− 1 sen > 1.
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Applicando allora i risultati presentati nella sezione 6.4 si prova facilmente cheM(n) = Θ(n log2 n).
Procedendo con maggior accuratezza si ottiene un risultato più preciso e ciòe cheM(n) = ndlog2 ne −
2dlog2 ne + 1.

Esercizi

1) Dimostrare cheM(n) = n log2 n− n + 1 per ognin potenza di2.
2) Supponendon una potenza di2, determinare nel caso migliore il numero di confronti eseguiti da Merge-

sort su un input di dimensionen.
3) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare l’ordine di grandezza dello spazio di memoria

richiesto Mergesort per ordinaren elementi.

10.4 Prodotto di interi

Un altro esempio significativo di algoritmo “divide et impera” riguarda il problema del calcolo del
prodotto di interi. Consideriamo due interi positivix, y di n bits ciascuno, e sianox = x1x2 · · ·xn

e y = y1y2 · · · yn le rispettive rappresentazioni binarie dove, per ognii ∈ {1, 2, . . . , n}, xi ∈ {0, 1} e
yi ∈ {0, 1}. Vogliamo calcolare la rappresentazione binariaz = z1z2 · · · z2n del prodottoz = x · y. Il
problemàe quindi definito nel modo seguente:

Istanza: due stringhe binariex, y ∈ {0, 1}∗ di lunghezzan che rappresentano rispettiva-
mente gli interi positivix ey;

Soluzione: la stringa binariaz ∈ {0, 1}∗ che rappresenta il prodottoz = x · y.

Assumiamo che la dimensione di una istanzax, y sia data dalla lunghezza delle due stringhe.
Vogliamo descrivere un algoritmo per la soluzione del problema e determinare il numero delle op-

erazioni binarie richieste per una istanza di dimensionen. È facile verificare che il metodo tradizionale
richiedeO(n2) operazioni binarie. In questa sede presentiamo un algoritmo che riduce tale quantità a
O(n1.59).

Per semplicit̀a, supponiamo chen sia una potenza di2 e spezziamox e y in due vettori din/2 bits
ciascuno:x = ab, y = cd. Se denotiamo cona, b, c, d gli interi rappresentati rispettivamente daa, b, c e
d, il prodottoxy può essere calcolato mediante la seguente espressione:

xy = (a2n/2 + b)(c2n/2 + d) = ac2n + (ad+ bc)2n/2 + bd

Questa espressione permette di calcolare il prodottoxy mediante4 moltiplicazioni di interi din/2 bits
più alcune addizioni e shift (prodotti per potenze di2). Tuttavia possiamo ridurre da4 a3 il numero delle
moltiplicazioni osservando che il valoread + bc si pùo ottenere daac e bd mediante un solo ulteriore
prodotto: basta calcolareu = (a+ b)(c+ d) ed eseguire la sottrazioneu− ac− bd = ad+ bc.

In questo modo il calcolo diz = xy richiede l’esecuzione delle seguenti operazioni:
1) le operazioni necessarie per calcolare l’interou, cioè 2 somme di interi din/2 bits e una moltipli-

cazione di due interi che hanno al più n/2 + 1 bits;
2) 2 moltiplicazioni su interi din/2 bits per calcolareac e bd;
3) 6 operazioni tra addizioni, sottrazioni e shift su interi din bits.

È chiaro che ogni addizione, sottrazione e shift su interi din bits richiedeO(n) operazioni binarie.
Inoltre anche il calcolo diu al punto 1) pùo essere eseguito mediante un prodotto tra interi din/2 bits
più alcune addizioni e shift.
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Per la verifica di questo fatto, siaa1 ı̄l primo bit della somma(a + b) e siab1 l’intero rappresentato dai rimanenti. Osserva
chea + b = a12

n/2 + b1. Analogamente esprimiamoc + d nella formac + d = c12
n/2 + d1, dovec1 è il primo bit di (c + d)

ed1 l’intero rappresentato dai bit rimanenti. Allora,è evidente che

(a + b)(c + d) = a1c12
n + (a1d1 + b1c1)2

n/2 + b1d1.

Il calcolo di b1d1 richiede il prodotto di due interi din/2 bits ciascuno, mentre gli altri prodotti (a1c1, a1d1, b1c1) possono

essere calcolati direttamente in tempo binarioO(n) perch́e si tratta sempre del prodotto di un intero per1 o per0.

In totale quindi, per calcolare il prodotto di due interi din bits, il procedimento illustrato esegue
3 moltiplicazioni su interi di (circa)n/2 bits più O(n) operazioni binarie. Di conseguenza, per ogni
n potenza di 2, il numero totale delle operazioni binarieè minore o uguale alla soluzioneT (n) della
seguente equazione di ricorrenza:

T (n) =

{
α sen = 1
3T (n

2 ) + βn sen > 1,

doveα eβ sono costanti opportune. Applicando ora il teorema 6.3 otteniamo

T (n) = Θ(nlog23) = O(n1.59)

10.5 L’algoritmo di Strassen.

Il problema considerato in questa sezioneè definito nel modo seguente:

Istanza: due matrici di numeri razionaliA = [aik], B = [bik], ciascuna di dimensione
n× n.

Soluzione: la matrice prodottoA ·B = [cik], concik =
∑n

j=1 aij · bjk.

L’algoritmo tradizionale che calcola direttamente il prodotto di matrici richiedeΘ(n3) somme e prodotti
di numeri reali.È possibile scendere sotto questo limite?

Una prima risposta affermativàe stata data con l’algoritmo di Strassen, di cui delineiamo i fonda-
menti. Supponiamo per semplicità chen sia una potenza di2. Allora si pùo porre:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
B =

(
B11 B12

B21 B22

)
A ·B =

(
C11 C12

C21 C22

)
.

dove le matriciAik, Bik, Cik sono di ordinen
2 ×

n
2 .

Si calcolino ora le matriciPi (1 ≤ i ≤ 7 ):
P1 = (A11 +A22) · (B11 +B22)
P2 = (A21 +A22) ·B11

P3 = A11 · (B12 −B22)
P4 = A22 · (B21 −B11)
P5 = (A11 +A12) ·B22

P6 = (A21 −A11) · (B11 +B12)
P7 = (A12 −A22) · (B21 +B22)

Con una laboriosa ma concettualmente semplice verifica si ha:
C11 = P1 + P4 − P5 + P7

C12 = P3 + P5
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C21 = P2 + P4

C22 = P1 + P3 − P2 + P6

LePi sono calcolabili con7 moltiplicazioni di matrici e10 fra addizioni e sottrazioni. Analogamente, le
Cij si possono calcolare con8 addizioni e sottrazioni a partire dallePi.

Il prodotto di due matricin × n può essere allora ricondotto ricorsivamente al prodotto di7 matrici
n
2 ×

n
2 , mediante l’esecuzione di18 addizioni di matricin2 ×

n
2 .

Poich́e due matricin × n si sommano conn2 operazioni, il tempo di calcolo dell’algoritmo prece-
dentemente delineatòe dato dalla seguente equazione:

T (n) = 7T
(
n

2

)
+O(n2)

La soluzione di questa equazione dàT (n) = Θ(nlg2 7), conlg2 7 ≈ 2.81.

10.6 La trasformata discreta di Fourier

Il calcolo della convoluzione di due sequenze numericheè un problema classico che sorge in vari set-
tori scientifici e ha numerose applicazioni sopratutto nell’ambito della progettazione di algoritmi per
operazioni su interi e polinomi. La trasformata discreta di Fourier fornisce uno strumento per eseguire in
maniera efficiente tale operazione. Si tratta di una trasformazione lineareF tra sequenze finite di elemen-
ti, definiti in generale su un anello opportuno, che mappa la convoluzione di duen-plea, b nel prodotto,
termine a termine, delle due immaginiF (a) eF (b). Nota che il calcolo del prodotto termine a termine
di due sequenzèe certamente più semplice del calcolo della loro convoluzione. Quindi, se disponiamo di
algoritmi efficienti per determinare la trasformata discreta di Fourier e la sua inversa, possiamo di fatto
disporre di una procedura per calcolare la convoluzione.

Tra le applicazioni di questo metodo ve ne sono alcune di particolare interesse. Tra queste ricordiamo
il noto algoritmo di Scḧonhage e Strassen per la moltiplicazione di due interi che fornisce tuttora il
metodo asintoticamente migliore per risolvere il problema. Esso consente di calcolare il prodotto di due
interi di n bit eseguendoO(n log n log log n) operazioni binarie.

10.6.1 La trasformata discreta e la sua inversa

Dato un anello commutativoA = 〈A,+, ·, 0, 1〉, l’elementon =
∑n

k=1 1 ammette inverso moltiplicativo
se esiste1n tale che1

n · n = 1. Un elementoω di A tale cheω 6= 1, ωn = 1,
∑n−1

j=0 ω
jk = 0 per ogni

k = 1, 2, . . . , n − 1, è detton-esima radiceprincipale dell’unità. Chiameremo invecen-esime radici
dell’unità gli elementiω0 = 1, ω, ω2, . . . , ωn−1.

Analizziamo ora due anelli particolarmente interessanti.

Esempio 10.1
Sia C = 〈C,+, ·, 0, 1〉 il campo dei numeri complessi. Allora si verifica facilmente che ognin ∈ IN
ammette inverso moltiplicativo e cheei

2π
n è unan-esima radice principale dell’unità.

Esempio 10.2
Dato un interon potenza di2 (cioèn = 2k) e postom = 2n + 1, siaZm l’anello dei resti modulom,
cioèZm = {0, 1, . . . ,m− 1}, x+ y = 〈x+ y〉m, x · y = 〈x · y〉m. Poich́en = 2k è potenza di2 mentre
m = 2n + 1 è dispari,n em sono primi fra loro e quindin ammette inverso moltiplicativo1n in Zm;
inoltre4 è unan-esima radice principale dell’unità.
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Mostriamo qui cheω = 4 è unan-esima radice principale dell’unità inZm. Intanto4 6= 1 ed inoltre

〈4n〉2n+1 = (〈2n〉2n+1)
2 = (−1)2 = 1.

Mostriamo ora che
∑n−1

i=0
4βi = 0 perβ = 1, 2, . . . , n− 1. A tale scopo consideriamo per ognia ∈ Zm la seguente identità

k−1∏
i=0

(
1 + a2i

)
=

2k−1∑
α=0

aα

che si ottiene da
k−1∏
i=0

(
a0·2i

+ a1·2i
)

=
∑

C0,...,Ck−1∈{0,1}

aC0+2C1+...+2k−1Ck−1

osservando che per ogniα (0 ≤ α < 2k − 1) sono biunivocamente individuabiliC0, . . . , Ck−1 ∈ {0, 1} tali che
α = C0 + 2C1 + . . . + 2k−1Ck−1.

Per l’identit̀a precedente basta allora dimostrare che per ogniβ (1 ≤ β < n) esistei (0 ≤ i < k) tale che

1 + 4β·2i

= 0 mod(2n + 1). A tale riguardo sia2β = 2l · d cond dispari; si pongai = k − l, vale:

4β·2i

+ 1 = 22k·d + 1 = (−1)d + 1 = 0 mod(2n + 1)

Sia da ora in poiA un anello commutativo in cuin ammette inverso moltiplicativo e in cuiω è una
n-esima radice principale dell’unità. Consideriamo ora l’algebraAn formata dai vettori an componenti
in A, cioèAn = {a | a = (a[0], . . . , a[n− 1]), a[i] ∈ A}, dotata delle seguenti operazioni:

1) Somma + (a+ b)[k] = a[k] + b[k]
2) Prodotto · (a · b)[k] = a[k] · b[k]
3) Prodotto di convoluzione ciclica � (a� b)[k] =

∑
〈j+s〉n=k

a[j] · b[s]

Si definisce trasformata discreta di FourierF la trasformazioneF : An → An realizzata dalla
matrice

[
ωij
]
i,j∈{1,2,...,n}, cioè :

(F(a)) [k] =
n−1∑
s=0

ωk·sa[s]

Valgono le seguenti proprietà:

Teorema 10.1F è una trasformazione invertibile e la sua inversaF−1 è realizzata dalla matrice1n ·[
ω−ij

]
Dimostrazione. Detto[Cij ] il prodotto delle matrici[ωij ] e 1

n · [ω
−ij ], vale

Cis =
1
n

n−1∑
k=0

ωi·kω−k·s =
1
n

n−1∑
k=0

(
ωi−s

)k

pertanto

Cis =

{
1 sei = s
0 altrimenti

,

e quindi[Cij ] coincide con la matrice identità.
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Teorema 10.2 F(a+ b) = F(a) + F(b); F−1(a+ b) = F−1(a) + F−1(b)
F(a� b) = F(a) · F(b); F−1(a · b) = F−1(a) �F−1(b)

Dimostrazione. Dimostriamo qui cheF(a� b) = F(a) · F(b). Postoc = F(a� b), vale:

c[i] =
n−1∑
k=0

ωik (a�b) [k] =
∑
k,j

ωika[j] · b [〈k − j〉n] =
∑
k,j

ωi(k−j) · b [〈k − j〉n] · ωija[j] =

=

(∑
s

ωisb[s]

)
·

∑
j

ωija[j]

 = [F(a) · F(b)]i

10.6.2 La trasformata veloce di Fourier

In tutto questo paragrafo supporremo chen sia una potenza di 2, cioèn = 2k, cheA sia un anello commu-
tativo in cuin sia invertibile eω sia unan-esima radice principale dell’unità. Le seguenti osservazioni
permettono di applicare una strategia “divide et impera” al problema di determinare la trasformata di
Fourier di un vettore(a[0], . . . , a[n]). Posto infattiy = F(a), vale per0 ≤ k < n:

y[k] = a[0] + ωka[1] + ω2ka[2] + . . .+ ω(n−1)ka[n− 1]

Pertanto risulta:

1. y[k] = (a[0] + ω2ka[2] + ....+ ω2n−2
2 a[n− 2]) + ωk(a[1] + ω2ka[3] + . . .+ ω2n−2

2 a[n− 1]).

2. ω2 è unan
2 -esima radice principale dell’unità inA.

Questo prova la correttezza della seguente procedura ricorsiva per il calcolo della trasformata di Fourier,
che chiameremo FFT (acronimo di “Fast Fourier Transform”).

Procedura FFT (ω; (a[0], a[1], . . . , a[n− 1]) )
if n = 1 then return (a[0])

else begin(
b[0], . . . , b

[
n−2

2

])
:= FFT (ω2; (a[0], a[2], . . . , a[n− 2]))(

c[0], . . . , c
[

n−2
2

])
:= FFT (ω2; (a[1], a[3], . . . , a[n− 1]))

for k = 0, to n− 1 do

d[k] := b
[
〈k〉n

2

]
+ ωk · c

[
〈k〉n

2

]
return (d[0], . . . , d[n− 1])

end

Osserviamo che le operazioni di base su cui tale algoritmoè costruito sono la somma di elementi
dell’anello A e la moltiplicazione per una potenza diω.

DettoT (n) il numero di tali operazioni, vale evidentemente:{
T (1) = 0
T (n) = 2T

(
n
2

)
+ 2n
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Ne segue cheT (n) = 2n lg n. Discorso perfettamente analogo può essere fatto per l’inversaF−1.
Una immediata applicazionèe un algoritmo veloce per il calcolo della convoluzione circolare. Dal
Teorema 2 segue infatti che :

a� b = F−1 (F(a) · F(b))

Poich́e il calcolo della trasformata e della trasformata inversa richiedeO(n lg n) operazioni di somma e
di moltiplicazione, e il prodotto richieden moltiplicazioni, si conclude che:

Fatto 10.1 La convoluzione circolarea� b di due vettorin-dimensionali richiedeO(n lg n) operazioni
di somma e di prodotto per una potenza diω, en operazioni di prodotto.

10.6.3 Prodotto di polinomi

Consideriamo qui il problema di moltiplicare due polinomi di gradon a coefficienti reali con un algorit-
mo che utilizzi un basso numero di somme e prodotti.

Dati due polinomi di gradon, p(z) =
∑n

k=0 pk ·zk eq(z) =
∑n

k=0 qk ·zk, il loro prodottop(z) ·q(z)
è il polinomio, di grado2n, s(z) =

∑2n
k=0 sk · zk dove:

sk =



k∑
j=0

pj · qk−j se0 ≤ k ≤ n

n∑
j=k−n

pj · qk−j sen < k ≤ 2n

Il calcolo diretto di sk richiedek + 1 prodotti ek somme (sek ≤ n) o 2n − k + 1 prodotti e
2n − k somme (sek > n). Il numero totale di prodotti e di sommèe allora≈ 2n2. Tale numero
può essere ridotto aO(n lg n) osservando che la convoluzione circolare dei vettori a2n + 1 compo-
nenti(p0, p1, . . . , pn, 0, 0, . . . , 0) e (q0, q1, . . . , qn, 0, 0, . . . , 0) è esattamente il vettore(s0, s1, . . . , s2n).
Ciò unitamente alle proprietà della trasformata discreta di Fourier, prova la correttezza del seguente
algoritmo:

ALGORITMO: Moltiplicazione Veloce

Ingresso: due polinomi rappresentati dai vettori dei coefficienti(p0, p1, . . . , pn), (qo, q1, . . . , qn)

1. Calcola l’interoN = 2k tale che2n+ 1 ≤ N < 2(2n+ 1).
2. a:= vettore aN componenti(p0, . . . , pn, 0, . . . , 0).
3. b:= vettore aN componenti(q0, . . . , qn, 0, . . . , 0).
4. c := F−1 (F(a) · F(b)).

Uscita : il polinomio di grado al più 2n i cui coefficienti sonoc0, . . . , c2n.

Per quanto riguarda l’analisi di complessità, daFatto 10.1segue immediatamente che l’algoritmo
precedente richiedeO(n lg n) somme e prodotti per potenza diω = e

2πi
N e soloO(n) operazioni di

prodotto.
Per quanto riguarda l’implementazione su RAM, l’analisi precedente nonè realistica, basandosi sulla

facolt̀a di rappresentare arbitrari numeri complessi ed eseguire somme e prodotti in tempo costante. In
realt̀a, se rappresentiamo i numeri con errore di arrotondamento, sia l’errore sul risultato sia il tempo di
calcolo viene a dipendere dall’errore di arrotondamento fissato.

Vogliamo qui studiare algoritmi efficienti per il calcolo esatto del prodotto di due polinomi a coeffi-
cienti interi, rispetto ad un modello di calcolo in cui:
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1. Gli interi sono rappresentati in notazione binaria.

2. La somma di due interi inn bit richieden operazioni elementari.

3. Il prodotto di due interi din bit richiedeM(n) operazioni elementari.

Ad esempio, utilizzando l’algoritmo di moltiplicazione che si impara alle elementari, ab-
biamo M(n) = n2 mentre, utilizzando l’algoritmo di Schönhage-Strassen, otteniamoM(n) =
O(n lg n lg lg n).

Il problema pùo essere cosı̀ formulato:

Problema:Prodotto Esatto.
Istanza: due polinomi rappresentati da due vettori(p0, . . . , pn) e (q0, . . . , qn) di interi di

al più n bit l’uno.

Richiesta: calcolaresk =
k∑

j=0

pjqk−j con0 ≤ k ≤ 2n, assumendopj = qj = 0 per ogni

j tale chej < 0 oppurej > n.

Osserviamo innanzitutto che sea < m, allora〈a〉m = a.
Poich́e ora i numeripi, qi sono al pìu di n bit, ne segue chepi, qi < 2n e quindi per ognik (0 ≤ k ≤

2n) valesk =
k∑

j=0

qjpk−j < n22n < 22.5n + 1 (a meno chen < 4 ). Posto alloram ≥ 22.5n + 1, ne

segue:〈sk〉m = sk (0 ≤ k ≤ 2n).
Per ottenere il corretto prodotto, basta allora considerare i coefficientipk, qi come elementi dell’anel-

lo Zm con le operazioni di somma e prodotto modulom. DettaFm la trasformata di Fourier suZm con
radice 4 (vediEsempio 10.2) si ha il seguente:

ALGORITMO: Prodotto Esatto Veloce.

Ingresso: due polinomi rappresentati da due vettori(p0, . . . , pn)
e (q0, . . . , qn) di interi di al più n bit l’uno.

m := 2N + 1 doveN = 2k con2.5n ≤ N ≤ 5n
a:=(p0, . . . , pn, 0, . . . , 0) vettore aN componenti inZm.
b:=(q0, . . . , qn, 0, . . . , 0) vettore aN componenti inZm.
c := F−1

m (Fm(a) · Fm(b)).
Uscita:sk = ck (0 ≤ k ≤ 2n)

Per quando riguarda la complessità dell’algoritmo precedente, osserviamo che esso richiede
O(N lgN) operazioni di somma e moltiplicazioni per potenze di 4 nonchéN moltiplicazioni di interi di
al piùN bit.

Ricordando che ogni somma costa al più N operazioni elementari, ogni prodotto per potenze di 4
è uno shift e quindi costa al più N operazioni elementari, ogni prodotto costa al più M(N) operazioni
elementari, concludiamo che il tempo diT (n) complessivòe :

T (n) = O
(
n2 lg n+ nM(n)

)
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dove abbiamo tenuto conto cheN < 5n. Implementando il prodotto col metodo di Schönhage-Strassen,
si pùo concludere :

T (n) = O
(
n2 lg n lg lg n

)

10.6.4 Prodotto di interi

Obiettivo di questo paragrafòe il progetto di un algoritmo asintoticamente veloce per il prodotto di interi
di n bit.

L’algoritmo di moltiplicazione imparato alle scuole elementari richiede tempoO(n2); abbiamo visto
che una semplice applicazione della tecnica “Divide et impera” permette di realizzare un algoritmo più
veloce (Tempo=O(nlog2 3)).

Presentiamo qui un’ applicazione delle tecniche FFT, disegnando un algoritmo quasi lineare (Tem-
po= O(n lg5 n)). Tale algoritmoè una semplificazione didattica di quello proposto da Schönhage-
Strassen, chèe tuttora l’algoritmo di moltiplicazione asintoticamente più efficiente noto (Tempo=
O(n lg n lg lg n)).

Parametri della procedura sono gli interia = xn−1 . . . x0 e b = yn−1 . . . y0 rappresentati nella
notazione binaria. Essi vengono decomposti inM =

√
n blocchi aM , . . . , a0 e bM , . . . , b0 ognuno

composto daM bit: in tal modoa e b individuano rispettivamente i polinomiA(z) =
M∑

k=0

ak · zk e

B(z) =
M∑

k=0

bk · zk . Si noti chea =
M∑

k=0

ak · 2M ·k = A(2M ) e b =
∑M

k=0 bk · 2M ·k = B(2M ) .

Tali polinomi vengono moltiplicati con la tecnica veloce presentata precedentemente, in cui i prodotti
vengono eseguiti richiamando ricorsivamente la procedura. Ottenuto il polinomioA(z)·B(z) = C(z) =∑M

k=0 ckz
k , si calcolaC(2M ) =

∑M
k=0 ck · 2M ·k. Risulta infatti cheC(2M ) = A(2M ) ·B(2M ) = a · b.

Esiste una costanteC > 0 per cui la seguente procedura calcola il prodotto di 2 interi:

Procedura PRODVEL(a = xn−1 . . . x0; b = yn−1 . . . y0)
if n < C then calcolaa · b col metodo elementare,return (a · b)

else begin
•M =

√
n

• decomponia in M blocchiaM−1, . . . , a0 di lunghezzaM .
• decomponib in M blocchibM−1, . . . , b0 di lunghezzaM .
• Calcola l’interoN = 2k tale che2.5 ·M ≤ N < 5 ·M .
• sianoa, b i vettori aN componenti
a = (a0, . . . , aM−1, 0, . . . , 0)
b = (b0, . . . , bM−1, 0, . . . , 0)

• (c0, . . . , cN−1) = F2N+1(a)
(d0, . . . , dN−1) = F2N+1(b)

• for k = 0 to N − 1 do
αk = PRODVEL(ck; dk)

• (z0, . . . , zN−1) := F−1
2N+1

(α0, . . . , αN−1)

• return

(
N−1∑
k=0

zk · 2M ·k
)

end
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Una semplice analisi permette di verificare che, dettoT (n) il tempo di calcolo della procedura di cui
sopra:

T (n) ≤ NT (N) +O(n lg2 n).

Ricordando cheN ≤ 5
√
n, vale:

T (n) ≤ 5
√
nT (5

√
n) +O(n lg2 n).

Postog(n) = n lg5 n, si verifica che pern sufficientemente grande:

5
√
n g(5

√
n) +O

(
n lg2 n

)
= 25n

(
lg 5 +

lg n
2

)5

+O
(
n lg2 n

)
≤ g(n).

Applicando ora il corollario 6.2 otteniamo:

T (n) = O(n lg5 n).

Esercizi

1) Consideriamo il problema di calcolare il prodotto din interi a1, a2, . . . , an tali cheai ∈ {1, 2, . . . , n}
per ognii = 1, 2, . . . , n. Mantenedo glin valori di input in un vettoreA = (A[1], A[2], . . . , A[n]) di variabili
globali, possiamo risolvere il problema chiamando la proceduraProdotto(1, n) definita nel modo seguente per
ogni coppia di interii, j, 1 ≤ i ≤ j ≤ n:

ProcedureProdotto(i, j)
if i = j then return A[i]

else begin
k := b i+j

2
c

a :=Prodotto(i, k)
b :=Prodotto(k + 1, j)
return c = a · b

end

a) Assumendo il criterio di costo uniforme, determinare l’ordine di grandezza del tempo di calcolo
richiesto dalla procedura su un input di dimensionen nel caso peggiore.

b) Svolgere l’esercizio richiesto al punto a) assumendo il criterio di costo logaritmico.

2) Consideriamo il problema di calcolare l’espressione

b = a1 + 2a2 + 22a3 + · · ·+ 2n−1an

su inputa1, a2, . . . , an tali cheai ∈ {1, 2, . . . , n} per ognii = 1, 2, . . . , n.
Tale calcolo pùo essere eseguito dalla seguente procedura:

begin
b := a1

for j = 2, 3, . . . , n do
b := b + 2j−1aj

end

a) Assumendo il criterio di costo logaritmico, determinare in funzione din l’ordine di grandezza del
tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti dalla procedura nel caso peggiore.

b) Descrivere un algoritmo del tipo “divide et impera” che risolva in problema in tempoO(n)
assumendo il criterio di costo uniforme.

c) Assumendo il criterio di costo logaritmico, determinare in funzione din l’ordine di grandezza del
tempo di calcolo e dello spazio di memoria richiesti nel caso peggiore dall’algoritmo descritto al punto
b).
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3) Considera il problema di calcolare l’espressione

(a1 · a2 + a2 · a3 + · · ·+ an−1 · an) (modk)

assumendo come input una sequenza di interia1, a2, . . . , an preceduta dal valorek ≥ 1 e dallo stesso parametro
n ≥ 2 (k, n ∈ N ).

a) Descrivere un algoritmo del tipodivide et imperaper risolvere il problema.

b) Assumendo il criterio di costo uniforme, valutare l’ordine di grandezza del tempo di calcolo e dello
spazio di memoria richiesti su un input di lunghezzan.

c) Assumiamo il criterio di costo logaritmico e supponiamo che ogniai, i = 1, 2, . . . , n, sia un intero
di m bits. Determinare una stima O-grande del tempo di calcolo e dello spazio di memoria in funzione
dei parametrin, m ek.

4) Considera il problema di calcolare l’espressione

(an)mod(r)

assumendo come input tre interi positivia, n, r.

a) Descrivere un algoritmo del tipodivide et imperaper risolvere il problema.

b) Assumendo il criterio di costo uniforme, valutare l’ordine di grandezza del tempo di calcolo e dello
spazio di memoria in funzione din.

c) Assumiamo il criterio di costo logaritmico e supponiamo che0 < a < r. Determinare una stima
O-grande del tempo di calcolo e dello spazio di memoria in funzione dei parametrin er.

5) Dati tre interia, b, n ∈ IN considera l’espressione

F (a, b, n) =

{
1 sen = 0
an + an−1b + an−2b2 + · · · + abn−1 + bn sen ≥ 1

a) Descrivere una procedura del tipodivide et imperache calcolaxn su inputx, n ∈ IN

b) Utilizzando la procedura descritta nel punto precedente, definire un algoritmo del tipodivide et
imperache calcolaF (a, b, n) su inputa, b, n mediante una sola chiamata ricorsiva ( a sé stesso).

c) Assumendo il criterio di costo uniforme, valutare la complessità dell’algoritmo descritto al punto
precedente in funzione del parametron, mostrando che il tempo richiestoè di ordineΘ(log2 n) mentre
lo spazioèΘ(log n).
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Capitolo 11

Programmazione dinamica

Come abbiamo visto nel capitolo precedente, gli algoritmi basati sul metodo “divide et impera” suddi-
vidono l’istanza di un problema in sottoistanze di ugual dimensione e quindi risolvono queste ultime
in maniera indipendente, solitamente mediante chiamate ricorsive. Vi sono però problemi che possono
essere decomposti in sottoproblemi definiti su istanze di dimensione diversa e in questo caso il metodo
“divide et impera” non pùo essere applicato (per lo meno secondo la formulazione che abbiamo descritto
nel capitolo precedente). Inoltre, in molti casi interessanti, tali sottoproblemi presentano forti dipen-
denze tra loro: cosı̀ un’eventuale procedura ricorsiva che richiama semplicemente se stessa su tutte le
sottoistanze per le qualiè richiesta la soluzione porta ad eseguire più volte gli stessi calcoli. In alcuni
casi il tempo dedicato alla ripetizione di computazioni già eseguitèe cos̀ı elevato da rendere l’algoritmo
assolutamente inefficiente.

Un metodo solitamente applicato per risolvere problemi di questo tipoè quello della “program-
mazione dinamica”. Intuitivamente esso consiste nel determinare per una data istanzai di un problema
l’insiemeS(i) di tutte le sottoistanze da cui dipende il calcolo della soluzione peri. Con lo stesso criterio
si stabilisce poi una relazione dipendenza tra i vari elementi diS(i). Quindi, rispettando tale dipendenza,
si ricavano le soluzioni delle sottoistanze diS(i) a partire da quelle di dimensione minore; i risultati
parziali man mano ottenuti vengono conservati in opportune aree di memoria e utilizzati per determinare
le soluzioni relative a istanze di dimensione via via crescente. Cosı̀, ogni sottoistanza del problema viene
risolta una volta sola e il risultato utilizzato tutte le volte che occorre senza dover ripetere il calcolo. In
questo modo, ad un modesto aumento dello spazio richiesto per l’esecuzione dell’algoritmo, corrisponde
spesso una drastica riduzione dei tempi di calcolo.

11.1 Un esempio semplice

Un esempio di algoritmo che calcola ripetutamente le soluzioni parziali del problema datoè fornito
dalla procedura per determinare i numeri di Fibonacci descritta nella sezione 5.1. Su inputn ∈ IN tale
procedura calcola l’n-esimo numero di Fibonaccifn mediante il seguente programma ricorsivo:

163



164 CAPITOLO 11. PROGRAMMAZIONE DINAMICA

Procedura FIB (n)
if n ≤ 1 then return n

else begin
a := n− 1
x := FIB (a)
b := n− 2
y := FIB (b)
return (x+ y)

end

È chiaro che in questa procedura i vari termini della sequenzaf0, f1, . . . , fn−2 sono calcolati varie
volte. Per esempiofn−2 viene calcolato sia per determinarefn = fn−1 + fn−2, sia per determinare
fn−1 = fn−2 + fn−3. Il fenomeno poi cresce man mano che decrescono gli indici della sequenza fino al
punto che i primi termini vengono calcolati un numero esponenziale di volte, rendendo cosı̀ l’algoritmo
inutilizzabile anche per piccole dimensioni dell’ingresso. Abbiamo infatti già osservato (sezione 7.2)
che questa procedura richiede un tempo di calcoloΩ((

√
5+1
2 )n).

Il modo più semplice per risolvere il problemaè proprio basato sulla programmazione dinamica. I
numeri di Fibonacci vengono calcolati a partire da quelli di indice minore e quindi memorizzati in un
vettore apposito

V = (V [1], V [2], . . . , V [n]);

in questo modo essi sono calcolati una volta sola e quindi riutilizzati quando occorre:

Procedura DFIB (n)
begin

V [0] := 0
V [1] := 1
a := 0
b := 1
k := 2
while k ≤ n do

begin
x := V [a]
y := V [b]
V [k] := x+ y
a := b
b := k
k := k + 1

end
return V [n]

end

Come si osserva immediatamente, il tempo di calcolo della proceduraDFIB è Θ(n). DFIB calcola
la stessa funzione diFIB in modo straordinariamente più efficiente. Con poca fatica, inoltre, possiamo
ottimizzare l’algoritmo osservando che nonè necessario mantenere in memoria un vettore din elementi;
infatti, per calcolare ognifi è sufficiente ricordare i due coefficienti precedenti, cioè fi−1 e fi−2. Si
ottiene cos̀ı la seguente procedura:
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Procedura OttFIB (n)
if n ≤ 1 then return n

else
begin

x := 0
y := 1
for k = 2, n do

t := y
y := x+ y
x := t

return (y)
end

Anche in questo caso abbiamo un tempo di calcoloΘ(n), mentre lo spazio di memoria richiesto si riduce
aO(1).

11.2 Il metodo generale

Vogliamo ora descrivere in generale come opera la tecnica di programmazione dinamica. Consideriamo
un algoritmo ricorsivo descritto dall’insieme di procedure{P1, P2, . . . , PM}, in cuiP1 sia la procedura
principale, e supponiamo per semplicità che ciascuna procedura abbia un solo parametro formale. Con-
sideriamo ora la famiglia delle coppie[Pk, x] dovek è un intero tale che1 ≤ k ≤ M ex è un possibile
valore del parametro formale diPk. Diciamo che[Pk, x] dipendeda [Ps, y] se l’esecuzione della proce-
duraPk con valorex assegnato al parametro formale richiede almeno una volta la chiamata diPs con
valorey assegnato al corrispondente parametro formale. Conveniamo che[Pk, x] dipenda sempre da se
stesso.

Data ora la coppia[P1, z], consideriamo un ordine lineare〈L[P1, z], <〉 tale che:

1. L[P1, z] = {[Ps, y]|[P1, z]dipende da[Ps, y]}, cioèL[P1, z] è l’insieme delle coppie da cui[P1, z]
dipende.

2. Se[Pk, x], [Ps, y] ∈ L[P1, z] e [Pk, x] dipende da[Ps, y], allora[Ps, y] < [Pk, x].

Si osservi che in generale si possono introdurre inL[P1, z] vari ordini lineari<, compatibili con la
richiesta (2); supponiamo qui di averne fissato uno.

Dato〈L[P1, z], <〉 chiameremo PRIMO l’elemento inL[P1, z] più piccolo rispetto all’ordinamento,
mentre evidentemente l’elemento massimoè [P1, z]. Dato I ∈ L[P1, z], porremoSucc(I) l’elemento
successivo adI nell’ordine totale: poich́e Succ([P1, z]) non risulta definito, essendo[P1, z] il massi-
mo dell’ordine lineare, considereremo per completezza un nuovo elemento ND (non definito), ponendo
Succ([P1, z]) =ND.

L’algoritmo che implementa la proceduraP1 usando una tecnica di programmazione dinamica costru-
isce nella sua esecuzione un vettoreV indiciato inL[P1, z] , ritornando alla fineV [P1, z].
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Procedura DP 1(λ)
(1) Definisce l’ordine lineareL[P1, z]
(2) I:= PRIMO
(3) while I 6= ND do

begin
(4) SeI = [Pj , x], esegui la proceduraPj assegnandox al

parametro formale e interpretando:
(a) i comandi iterativi con l’usuale semantica
(b) le eventuali chiamate del tipo “b := Ps(l)” come “b := V [Ps, l]”
(c) le istruzioni del tipo “return E” come “V [I] := E”

(5)U := I ; I:= Succ(I)
end

(6) return V [U ]

Adottando questo punto di vista, la programmazione dinamica nonè altro che una diversa semantica
operazionale della programmazione ricorsiva, anche se c’è qualche grado di libertà nella definizione
dell’ordinamento lineare suL[P1, z].

In conclusione, per risolvere un problemaΠ usando il metodo illustrato dobbiamo anzitutto consid-
erare un algoritmo perΠ definito da una o più procedure ricorsive e fissare un naturale ordine lineare
sulle chiamate di tali procedure. Quindi possiamo applicare il metodo descritto nello schema precedente,
introducendo eventualmente qualche ulteriore miglioramento che tenga conto delle simmetrie e delle
caratteristiche del problema.

Abbiamo gìa mostrato come il metodo appena illustrato può essere utilizzato per calcolare i numeri
di Fibonacci. Nelle sezioni successive invece presentiamo alcuni classici algoritmi basati sulla program-
mazione dinamica che risolvono problemi nei quali le relazioni tra le soluzioni alle varie istanze sono più
complicate e richiedono il mantenimento in memoria di tutte le soluzioni parziali fino al termine della
computazione.

11.3 Moltiplicazione di n matrici

Comeè noto, la moltiplicazione di due matriciA = [Aik] eB = [Bik], di dimensionem × q e q × p
rispettivamente, fornisce la matriceC = [Cik] di dimensionem× p tale che, per ognii, k,

Cik =
q∑

j=1

Aij ·Bjk.

Per valutare la complessità di calcolo di questa operazione assumiamo che le due matrici siano a com-
ponenti intere e teniamo conto, per semplicità, solo del numero di prodotti eseguiti. Di conseguenza,
possiamo supporre che la moltiplicazione delle due matrici sopra considerate richiedam ·q ·p operazioni
elementari.

Il problema che si vuole affrontareè quello di determinare il minimo numero di operazioni necessario
a calcolare il prodottoA1 ·A2 · . . . ·An di n matriciA1, A2, . . . , An, sapendo cheAk è di dimensione
rk−1 × rk per ognik = 1, 2, . . . , n.

Siano ad esempioA, B, C matrici rispettivamente di dimensione3× 5, 5× 10, 10× 2. Il prodotto
A · B · C può essere eseguito nei due modi diversi(A · B) · C o A · (B · C), che forniscono lo stesso
risultato con un diverso numero di operazioni:(A ·B) ·C richiede3 · 5 · 10+3 · 10 · 2 = 210 operazioni,
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mentreA · (B ·C) ne richiede3 · 5 · 2 + 5 · 10 · 2 = 130. Risulta conveniente allora applicare il secondo
procedimento.

Tornando al problema iniziale, indichiamo conM [k, s] il numero minimo di operazioni necessario
a calcolareAk · . . . · As. Osservando cheAk · . . . · As = (Ak · . . . · Aj) · (Aj+1 · . . . · As) per
k ≤ j < s, una semplice procedura ricorsiva per il calcolo diM [k, s] è suggerita dalla seguente regola:

M [k, s] =

{
0 sek = s
Mink≤j<s{M [k, j] +M [j + 1, s] + rk−1rjrs} altrimenti

La proceduràe la seguente:

Procedura COSTO [k, s]
if k = s then return 0

else
begin

m := ∞
for j = k, k + 1, . . . , s− 1 do

begin
A := COSTO[k, j]
B := COSTO[j + 1, s]
if (A+B + rk−1 · rj · rs) < m then m := A+B + rk−1 · rj · rs

end
return m

end

Il programma che risolve il problemàe allora:

MOLT-MAT
begin

for 0 ≤ k ≤ n do READ(rk)
z := COSTO[1, n]
write z

end

L’implementazione diretta del precedente algoritmo ricorsivo porta a tempi di calcolo esponenziali;
applichiamo allora la tecnica di programmazione dinamica.

Poich́e la proceduraCOSTOrichiama solo se stessa, potremo senza ambiguità scrivereL[k, s] anzich́e
L(COSTO[k, s]).

Poich́e [k, s] dipende da[k′, s′], sek ≤ k′ ≤ s′ ≤ s allora si ha

L[1, n] = {[k, s]| 1 ≤ k ≤ s ≤ n}.

Un possibile ordine lineare compatibile con la precedente nozione di dipendenzaè il seguente:

[k, s] ≤ [k′, s′] se e solo ses− k < s′ − k′ oppure s′ − k′ = s− k e k ≤ k′.

Otteniamo in questo caso:
PRIMO = [1, 1]
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Succ[k, s] =

{
[k + 1, s+ 1] ses < n
[1,n− k + 2] ses = n

ND = [1, n+ 1]

La procedura di programmazione dinamica risulta allora:

Procedura DCOSTO [1, n]
begin

[k, s] := [1, 1]
while [k, s] 6= [1, n+ 1] do

begin
if k = s then V [k, s] := 0

else
begin

m := ∞
for j = k, k + 1, . . . , s− 1 do

begin
A := V [k, j]
B := V [j + 1, s]
if (A+B + rk−1 · rj · rs) < m then

m := A+B + rk−1 · rj · rs
end

V [k, s] := m
end

u := [k, s]
[k, s] := Succ [k, s]

end
return V [u]

end

Per quanto riguarda il tempo di calcolo (con criterio uniforme) si osserva che il ciclowhile viene
percorso tante volte quante sono le possibili coppie[k, s] con1 ≤ k ≤ s ≤ n.

Fissata la coppia[k, s], l’istruzione pìu costosa nel ciclowhile è il ciclo for che esegue(s− k) ·
O(1) passi, mentre il tempo richiesto dalle altre istruzioniè al pìu costante. Questo significa che ogni
esecuzione del ciclowhile richiede un tempoΘ(s− k), dove[k, s] è l’elemento corrente. Osserva che
vi sonon− 1 elementi[k, s] tali ches− k = 1, ve ne sonon− 2 tali ches− k = 2 e cos̀ı via; infine vi
è un solo elemento[k, s] tale ches− k = n− 1. Quindi il tempo complessivòe dato dalla somma

∑
[k,s]

Θ(s− k) =
n−1∑
i=1

(n− i)Θ(i) = Θ(n3).

Il tempo complessivòe alloraΘ(n3), mentre lo spaziòe essenzialmente quello richiesto per memo-
rizzare il vettoreV [k, s], quindiΘ(n2).

11.4 Chiusura transitiva

Il problema che consideriamo in questa sezione riguarda il calcolo della chiusura transitiva di un grafo.
Dato un grafo orientatoG = 〈V,E〉, si vuole determinare il grafo (orientato)G∗ = 〈V,E∗〉 tale che,
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per ogni coppia di nodiu, v ∈ V , esiste il lato(u, v) in G∗ se e solo se esiste inG un cammino dau a
v di lunghezza maggiore di0. In questa sezione consideriamo solo cammini di lunghezza maggiore di
0; la trattazione pùo essere facilmente estesa in modo da comprendere anche i cammini di lunghezza0
(ovvero quelli della forma(v), dovev ∈ V ).

Un algoritmo classico per risolvere il problemaè basato sul calcolo di una famiglia di coefficienti
booleani che assumono valore1 o 0 a seconda se esiste o meno un cammino tra due nodi passante per un
certo insieme di vertici.

Sianov1, v2, . . . , vn i nodi del grafoG. L’idea è quella di verificare, per ogni coppia di nodivi, vj , se
esiste un lato davi avj oppure un cammino davi avj passante per il nodov1; poi, se esiste un cammino
davi a vj passante al più per nodi di indice1 o 2; quindi se esiste un cammino davi a vj passante per
nodi di indice minore o uguale a3, e cos̀ı via. Si tratta quindi di eseguiren cicli: al k-esimo ciclo si
verifica, per ogni coppia di nodivi, vj , se esiste un cammino davi avj passante per nodi di indice minore
o uguale ak (escludendo i due valorii e j). Tale verifica pùo essere eseguita tenendo conto dei risultati
forniti dal ciclo precedente. Infatti, esiste un cammino davi a vj passante per nodi di indice minore o
uguale ak se e solo se si verifica uno dei fatti seguenti:

1. esiste un cammino davi avj passante per nodi di indice minore o uguale ak − 1, oppure

2. esiste un cammino davi a vk e uno davk a vj entrambi passanti per vertici di indice minore o
uguale ak − 1.

Per ogni coppia di indicii, j ∈ {1, 2, . . . , n} definiamo la famiglia di coefficientiCk
ij , dovek ∈

{0, 1, 2, . . . , n}, nel modo seguente:

C0
ij =

{
1 se(vi, vj) ∈ E,
0 altrimenti,

mentre, per ognik ∈ {1, 2, . . . , n},

Ck
ij =


1 se(vi, vj) ∈ E oppure esiste inG un cammino da

vi avj che passa per nodi di indicet tale chet ≤ k,
0 altrimenti.

Nota che[C0
ij ] coincide di fatto con la matrice di adiacenza del grafo di ingresso.

Per il ragionamento precedente i coefficientiCk
ij , al variare dii e j in {1, 2, . . . , n}, sono legati ai

valoriCk−1
ij dalla seguente equazione:

Ck
ij = Ck−1

ij ∨ (Ck−1
ik ∧ Ck−1

kj ) (11.1)

ChiaramenteCn
ij = 1 se e solo se inG esiste un cammino davi a vj . Possiamo allora facilmente

descrivere un algorimo che calcola inizialmente i coefficientiC0
ij e quindi, usando l’equazione (11.1),

tutti i successivi: per ognik = 1, 2, . . . , n tutti i coefficientiCk
ij , coni, j = 1, 2, . . . , n, possono essere

ottenuti daiCk−1
ij . Questo calcolo pùo essere ovviamente eseguito mantenendo due matrici di dimensione

n × n, una per conservare i valoriCk−1
ij , l’altra per i corrispondentiCk

ij . Tuttavia, osserviamo che per
ogni i, j, k valgono le seguenti identità:

Ck−1
ik = Ck

ik, Ck−1
kj = Ck

kj .
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Questo significa che possiamo usare una sola matrice per mantenere entrambe le famiglie di coefficienti.
L’algoritmo complessivòe quindi descritto dalla seguente procedura che calcola la matrice di co-

efficienti booleani[Cij ]i,j=1,2,...,n. Tale matrice coincide inizialmente con la matrice di adiacenza del
grafoG mentre, al termine della computazione, rappresenta la matrice di adiacenza della sua chiusura
transitivaG∗.

begin
for i = 1, 2, . . . , n do

for j = 1, 2, . . . , n do
if (vi, vj) ∈ E then Cij := 1

else Cij := 0
for k = 1, 2, . . . , n do

for i = 1, 2, . . . , n do
for j = 1, 2, . . . , n do

if Cij = 0 then Cij := Cik ∧ Ckj

end

È facile verificare che, assumendo il criterio di costo uniforme, l’algoritmo richiede un tempo di calcolo
Θ(n3) e uno spazio di memoriaΘ(n2) su ogni grafo di ingresso din nodi.

Esercizio

Esegui l’algoritmo sopra descritto sul grafoG = ({1, 2, 3}, {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}). Determina in partico-
lare le matrici di coefficienti[Ck

ij ]i,j=1,2,3 perk = 0, 1, 2, 3.

11.5 Cammini minimi

Un altro problema classico che si può risolvere mediante programmazione dinamica riguarda il calcolo
dei cammini di peso minimo che connettono i nodi in un grafo pesato.

Consideriamo un grafo direttoG = 〈V,E〉 e una funzione costow : E −→Q tale chew(e) ≥ 0 per
ogni e ∈ E. Per ogni camminò in G, ` = (v1, v2, . . . , vm), chiamiamo peso (o costo) di` la somma
dei costi dei suoi lati:

c(`) =
m−1∑
i=1

w(vi, vi+1)

Per ogni coppia di nodiu, v ∈ V si vuole determinare un cammino` di peso minimo tra tutti i cammini
dau av, insieme al suo costoc(`).

Sianov1, v2, . . . , vn i nodi diG. Il problema pùo essere risolto calcolando le matriciD = [dij ]i,j=1,2,...,n

eP = [pij ]i,j=1,2,...,n le cui componenti sono definite nel modo seguente: per ogni coppia di indici dis-
tinti i, j, se esiste un cammino davi avj in G, dij rappresenta il costo del cammino di peso minimo che
congiungevi evj epij è il predecessore divj in tale cammino; se invece non esiste un cammino davi a
vj alloradij assume un valore convenzionale∞, superiore al peso di ogni cammino inG, epij assume
il valore indefinito⊥.

Conoscendo la matriceP è possibile determinare un cammino di peso minimo davi a vj semplice-
mente scorrendo in modo opportuno lai- esima riga della matrice: sek1 = pij alloravk1 è il penultimo
nodo del cammino, sek2 = pik1 alloravk2 è il terzultimo, e cos̀ı via fino a determinare il primo nodo,
ovverovi.
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Abbiamo cos̀ı definito il problema per grafi con pesi non negativi. L’algoritmo che presentiamo
tuttavia risolve il problema nel caso più generale di grafi con pesi di segno qualsiasi, purché questi non
formino cicli di costo negativo. Osserviamo che se esiste un ciclo di peso negativo lo stesso problema
nonè ben definito.

Il metodo utilizzato per determinare la soluzioneè simile a quello descritto nella sezione precedente
per calcolare la chiusura transitiva di un grafo. Per ogni tripla di indicii, j, k ∈ {1, 2, . . . , n} definiamo
il coefficienteckij come il costo del cammino di peso minimo davi avj passante per nodi di indice al più
uguale ak (esclusii e j). Chiaramentedij = cnij . Inoltre definiamo i coefficientic0ij nel modo seguente:

c0ij =


w(vi, vj) sei 6= j e (vi, vj) ∈ E
0 sei = j
∞ altrimenti

Anche per questa famiglia di coefficienti possiamo definire un’equazione, analoga alla (11.1), che per-
mette di calcolare i valorickij , peri, j = 1, 2, . . . , n, conoscendo ick−1

ij :

ckij = min{ck−1
ij , ck−1

ik + ck−1
kj }. (11.2)

Basta osservare infatti che se` è un cammino di peso minimo davi a vj passante per nodi di indice
minore o uguale ak allora si verifica uno dei due fatti seguenti:

1. ` passa solo per nodi di indice minore o uguale ak − 1, oppure

2. ` è composto da due cammini che vanno rispettivamente davi a vk e davk a vj , entrambi di peso
minimo tra tutti i cammini (congiungenti i rispettivi estremi) passanti per nodi di indice minore o
uguale ak − 1.

Nel primo caso il costo dì è ck−1
ij mentre nel secondòe ck−1

ik + ck−1
kj ; inoltre in quest’ultimo il prede-

cessore divj in ` equivale al predecessore divj nel cammino di costo minimo davk a vj passante per
nodi di indice minore o uguale ak − 1.

Applicando l’equazione (11.2) possiamo allora descrivere un algoritmo del tutto simile a quello pre-
sentato nella sezione precedente. Anche in questo caso possiamo limitarci a mantenere una sola matrice
di valori ckij poich̀e valgono le identit̀a

ck−1
ik = ckik e ck−1

kj = ckkj

per ogni tripla di indicii, j, k. Cos̀ı l’algoritmo calcola la matriceC = [cij ] dei costi e quellaB = [bij ]
dei predecessori dei cammini minimi che, al termine della computazione, coincideranno con le matrici
D eP rispettivamente.
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begin
for i = 1, 2, . . . , n do

for j = 1, 2, . . . , n do

if i = j then

{
cii := 0
bii := i

else if (vi, vj) ∈ E then

{
cij := w(vi, vj)
bij := i

else

{
cij := ∞
bij := ⊥

for k = 1, 2, . . . , n do
for i = 1, 2, . . . , n do

for j = 1, 2, . . . , n do

if cik + ckj < cij then

{
cij := cik + ckj

bij := bkj

end

Concludiamo osservando che, assumendo il criterio di costo uniforme, il tempo di calcolo richiesto
dall’algoritmo su ogni grafo di input din nodi èΘ(n3), mentre lo spazio di memoriàeΘ(n2).



Capitolo 12

Algoritmi greedy

Una delle tecniche più semplici per la progettazione di algoritmi di ottimizzazioneè chiamata tecnica
greedy. Letteralmente questo termine significa “ingordo”, ma nel seguito preferiremo tradurlo “miope”.
Intuitivamente, questo metodo costruisce la soluzione di un problema di ottimizzazione mediante una
successione di passi durante ciascuno dei quali viene scelto un elemento “localmente” migliore; in altre
parole a ciascun passo la scelta migliore viene compiuta in un ambito limitato, senza controllare che il
procedimento complessivo porti effettivamente al calcolo di una soluzione ottima per il problema.

Questa strategia, se da un lato permette solitamente di ottenere algoritmi semplici e facilmente im-
plementabili, dall’altro pùo portare alla definizione di procedure che non forniscono sempre la soluzione
ottima. In questo capitolo vogliamo studiare le proprietà degli algoritmi di questo tipo e verificare in
quali casiè possibile garantire che la soluzione costruita sia effettivamente la migliore.

12.1 Problemi di ottimizzazione

Per esprimere questi concetti in maniera precisa, introduciamo la nozione di sistema di indipendenza.
Un sistema di indipendenzàe una coppia〈E,F 〉 nella qualeE è un insieme finito,F è una famiglia

di sottoinsiemi diE chiusa rispetto all’inclusione; in altre parole,F ⊆ 2E (qui e nel seguito denoteremo
con2E la famiglia di tutti i sottoinsiemi diE) e inoltre

A ∈ F ∧B ⊆ A⇒ B ∈ F

È evidente che, per ogni insieme finitoE, la coppia〈E, 2E〉 forma un sistema di indipendenza.

Esempio 12.1
SiaG = (V, E) un grafo non orientato; diciamo che un insiemeA ⊆ E forma una foresta se il grafo(V, A) è privo di cicli.
Denotiamo quindi conFG l’insieme delle foreste diG, ovvero

FG = {A ⊆ E | A forma una foresta}

È facile verificare che la coppia〈E,FG〉 è un sistema di indipendenza.
Viceversa, per ogniA ⊆ E, sia VA l’insieme dei verticiv ∈ V che sono estremi di un lato inA e diciamo cheA

forma un albero se il grafo(VA, A) è connesso e privo di cicli: denotando conTG la famiglia degli alberi diG, ovvero
TG = {A ⊆ E | A forma un albero}, si verifica facilmente che〈E, TG〉 nonè un sistema di indipendenza.

Esempio 12.2
Sia sempreG = (V, E) un grafo non orientato. Diciamo che un insiemeA ⊆ E forma un matching se, per ogni coppia di lati
distinti α, β ∈ A, α eβ non hanno nodi in comune. Denotiamo inoltre conMG la famiglia dei sottoinsiemi diE che formano
un matching.È facile verificare che〈E,MG〉 è un sistema di indipendenza.
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Analogamente, diciamo che un insiemeS ⊆ V forma una clique diG se, per ogni coppia di nodi distintis, u ∈ S, il lato
{s, v} appartiene aE. Denotiamo conCG la famiglia delle clique diG. Si pùo verificare anche in questo caso che〈V, CG〉
forma un sistema di indipendenza.

Vari problemi di ottimizzazione possono essere definiti in modo naturale usando sistemi di indipen-
denza pesati nei quali cioè ogni elemento dell’insieme baseè dotato di un peso. Unafunzione pesosu
un dato sistema di indipendenza〈E,F 〉 è un’arbitraria funzionew : E → IR+, doveIR+ è l’insieme dei
reali non negativi. Tale funzione può essere ovviamente estesa ai sottoinsiemi diE ponendo, per ogni
A ⊆ E, w(A) =

∑
x∈Aw(x). Possiamo allora formulare in modo preciso un problema di massimo:

Istanza: un sistema di indipendenza〈E,F 〉 e una funzione pesow : E → IR+.
Soluzione : un insiemeM ∈ F tale chew(M) sia massimo (ovveroA ∈ F ⇒ w(A) ≤

w(M)).

In modo analogo possiamo definire un problema di minimo. In questo caso, dato una sistema di indipen-
denza〈E,F 〉, diciamo che un insiemeA ∈ F èmassimalese non esisteB ∈ F diverso daA che include
A, ovvero, per ogniB ∈ F ,A ⊆ B ⇒ A = B.

Istanza: un sistema di indipendenza〈E,F 〉 e una funzione pesow : E → IR+.
Soluzione : un insiemeA ∈ F massimale che sia di peso minimo (ovvero, tale che per

ogniB ∈ F massimalew(A) ≤ w(B)).

Definiamo ora l’algoritmo greedy per il problema di massimo; tale algoritmoè definito dalla seguente
procedura.

Procedure MIOPE(E,F,w)
begin

S := ∅
Q := E
while Q 6= ∅ do

begin
determina l’elementom di peso massimo inQ
Q := Q− {m}
if S ∪ {m} ∈ F then S := S ∪ {m}

end
return S

end

Fissata una istanza del problema di ottimizzazione, ovvero una triplaE,F,w definita come sopra,
la precedente procedura fornisce in uscita un insiemeS che appartiene certamente aF (è quindi una
soluzioneammissibile), ma noǹe necessariamente ottimo nel senso che può non rappresentare un insieme
di peso massimo inF .

Si pongono allora, a questo livello di generalità, due problemi:

1. qualè il tempo di calcolo dell’algoritmo greedy, cioè quanti passi di calcolo devono essere compiu-
ti avendo come ingresso un insiemeE di n elementi? A questo proposito osserviamo che l’input
dell’algoritmo sar̀a qui costituito dal solo insiemeE e dalla funzione pesow: si suppone cheF
sia automaticamente definito in maniera implicita mediante una opportuna regola e sia comunque
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disponibile una routine per verificare quando un insiemeA ⊆ E appartiene aF . La famigliaF
potrebbe infatti contenere un numero di elementi esponenziale inn e quindi la sua specifica diretta
sarebbe improponibile.

2. In quali casi l’algoritmo greedy fornisce effettivamente una soluzione ottima? Qualora l’algoritmo
non fornisca la soluzione ottima, si pone un terzo problema, ovvero quello di valutare la bontà
della soluzione prodotta. Questo porta a studiare una classe di algoritmi, detti di approssimazione,
che in generale non forniscono la soluzione migliore a un dato problema ma ne producono una
che approssima quella richiesta. In molti casi il calcolo della soluzione ottimaè troppo costoso in
termini di tempo e ci si accontenta di una soluzione approssimata, purchè ovviamente quest’ultima
sia calcolabile in un tempo accettabile.

Concludiamo osservando che un algoritmo analogo può essere descritto per il problema di minimo.
Essoè definito dalla seguente procedura:

Procedure MIOPE-MIN(E,F,w)
begin

S := ∅
Q := E
while Q 6= ∅ do

begin
determina l’elementom di peso minimo inQ
Q := Q− {m}
if S ∪ {m} ∈ F then S := S ∪ {m}

end
return S

end

Anche per tale algoritmo valgono le osservazioni fatte a proposito della procedura MIOPE.

12.2 Analisi delle procedure greedy

Presentiamo ora una analisi dei tempi di calcolo richiesti dall’algoritmo MIOPE descritto nella sezione
precendente. Ovviamente, visto il livello di generalità del problema, il tempo di calcolo ottenuto dipen-
der̀a dal sistema di indipendenza〈E,F 〉 di ingresso e non semplicemente dalla dimensione diE.

Una prima soluzione si può ottenere rappresentando l’insiemeE = {l1, l2, · · · , ln} mediante un
vettoreQ = (Q[1], Q[2], . . . , Q[n]) dove, inizialmente,Q[i] = li per ognii. Indichiamo con SORT(Q)
una funzione che restituisce il vettoreQ ordinato in modo tale che i pesi dei lati formino una progressione
non crescente, ovverow(Q[1]) ≥ w(Q[2]) ≥ · · · ≥ w(Q[n]). La procedura pùo allora essere riscritta
nella forma seguente:
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Procedure MIOPE
begin

S := ∅
Q := (l1, l2, · · · , ln)
Q := SORT(Q)
for i = 1, 2, . . . , n do

if S ∪ {Q[i]} ∈ F then S := S ∪ {Q[i]}
end

Come si vede la procedura prevede due passi principali: l’ordinamento di un vettore din elementi en
test per verificare se un insiemeX ⊆ E appartiene aF . Possiamo chiaramente eseguire il primo passo in
un tempoO(n log n). Il secondo tuttavia dipende dal particolare sistema di indipendenza considerato in
ingresso. Se comunque assumiamo di poter verificare l’appartenenzaX ∈ F in un tempoC(n), il costo
complessivo di questo controllo nonè superiore aO(n ·C(n)). Possiamo quindi concludere affermando
che la procedura MIOPE richiede al più un tempoO(n log n+ nC(n)).

12.3 Matroidi e teorema di Rado

Diamo in questa sezione una soluzione parziale alla seconda questione che ci siamo posti: in quali casi
l’algoritmo greedy fornisce la soluzione ottima?

Il nostro obiettivoè quello di caratterizzare la classe dei sistemi di indipendenza per i quali l’algo-
ritmo greedy fornisce la soluzione ottima qualunque sia la funzione peso considerata. Dimostreremo
(teorema di Rado) che un sistema di indipendenza verifica la proprietà precedente se e solo se essoè un
matroide.

Un sistema di indipendenza〈E,F 〉 è dettomatroidese, per ogniA,B ∈ F tali che|B| = |A| + 1
(qui |X| indica la cardinalit̀a di un insiemeX), allora esisteb ∈ B − A per cuiA ∪ {b} ∈ F . Per
esempio,̀e facile verificare che, per ogni insieme finitoE, la coppia〈E, 2E〉 forma un matroide.

La nozione di matroidèe stata introdotta nel 1935 da Birkhoff e altri per generalizzare il concetto di
dipendenza lineare. Questa nozione ha trovato proficue applicazioni in vari settori, dalla teoria dei grafi
agli algoritmi, e pùo essere considerata un ponte tra l’algebra lineare e la matematica combinatoria.

Esempio 12.3
SiaE un insieme finito di vettori di uno spazio vettorialeV . SiaF la famiglia di sottoinsiemi diE formati da vettori linearmente
indipendenti. Si pùo verificare facilmente che〈E, F 〉 forma un matroide, dettomatroide vettoriale.

L’esempio pìu importante di matroidèe tuttavia fornito dal sistema di indipendenza〈E,FG〉 definito
nell’Esempio 12.1. La seguente proposizione dimostra questa proprietà.

Proposizione 12.1Per ogni grafo non orientatoG = (V,E), la coppia〈E,FG〉 è un matroide.

Dimostrazione. Dall’Esempio 12.1 sappiamo che〈E,FG〉 è un sistema di indipendenza. Dobbiamo
quindi solo provare l’ulteriore condizione sopra definita. A tale scopo, sianoA eB due insiemi di lati
in FG tali che |B| = |A| + 1. Denotiamo conU l’insieme U = B − A. ChiaramenteU 6= ∅ e
possiamo porreU = {b1, b2, . . . , bm}. Per assurdo supponiamo ora che ognibi formi un ciclo conA,
ovveroA ∪ {bi} 6∈ FG per ognii. SiaCi tale ciclo. Allora, inCi deve esistere un latoai ∈ A − B,
altrimenti avremmo un ciclo interamente incluso inB contro l’ipotesiB ∈ FG. Inoltre, possiamo
sceglierea2 6= a1, altrimenti l’insiemeC1 ∪ C2 − {a1} forma nuovamente un ciclo inB. Per lo stesso



12.3. MATROIDI E TEOREMA DI RADO 177

motivo possiamo sceglierea3 diverso daa2 e a1 e cos̀ı via: tutti gli ai, per i = 1, 2, . . . ,m, possono
essere scelti in modo distinto dai precedenti. Di conseguenza|A| ≥ m+ |A∩B| = |U |+ |A∩B| = |B|,
ma questòe assurdo perchè abbiamo supposto|B| = |A|+ 1.

La coppia〈E,FG〉 è anche chiamatamatroide grafico.

Un risultato interessante, che fornisce una interpretazione algoritmica dei matroidi,è il seguente:

Teorema 12.2 (Rado) Dato un sistema di indipendenza〈E,F 〉, le seguenti proposizioni sono equiva-
lenti:

a) per ogni funzione pesow : E → IR+, l’algoritmo MIOPE fornisce una soluzione ottima al
problema di massimo su inputE,F,w;

b) 〈E,F 〉 è un matroide.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che se〈E,F 〉 nonè un matroide allora esiste una funzione peso
w : E → IR+ per la quale l’algoritmo greedy non fornisce la soluzione ottima. Infatti, poiché 〈E,F 〉
nonè un matroide, esistono due insiemiA,B ∈ F tali che, per qualchek ∈ IN,

|A| = k, |B| = k + 1, e inoltreb ∈ B −A⇒ A ∪ {b} 6∈ F

Definiamo ora una funzione pesow nel modo seguente. Sceltoα > 1, poniamo per ognix ∈ E:

w(x) =


α sex ∈ A
1 sex ∈ B −A
0 sex ∈ (A ∪B)c

Assegnata tale funzione peso, l’algoritmo greedy fornirà una soluzioneS, formata da tutti gli elementi
in A (i quali, avendo peso maggiore, verranno selezionati per primi) più , eventualmente, un insieme di
elementiC ⊆ (A ∪ B)c. Nota che inS non vi possono essere elementi diB − A in quanto, per ogni
b ∈ B −A, abbiamoA ∪ {b} 6∈ F . Postot = |A ∩B|, abbiamo

w(S) = w(A ∪ C) = w(A) + w(C) = α · |A| = α · k

w(B) = w(B −A) + w(A ∩B) = (k + 1− t) + α · t

Ne segue allora che

w(S) < w(B) ⇐⇒ α · k < k + 1− t+ α · t ⇐⇒ α < 1 +
1

k − t

Quindi, se scegliamoα tale che

1 < α < 1 +
1

k − t
,

si verifica che la soluzioneS costruita dall’algoritmo greedy noǹe ottima.

Viceversa, dimostriamo ora che, se〈E,F 〉 è un matroide, comunque si scelga una funzione peso
w : E → IR+, l’algoritmo greedy restituisce la soluzione ottima. Sia infattiS = {b1, b2, . . . , bn} la
soluzione fornita dall’algoritmo, conw(b1) ≥ w(b2) ≥ · · · ≥ w(bn). SiaA = {a1, a2, . . . , am} un
qualunque elemento diF , conw(a1) ≥ w(a2) ≥ · · · ≥ w(am).

Innanzitutto verifichiamo chem ≤ n. Infatti se fossen < m, essendo〈E,F 〉 un matroide, es-
isterebbeaj ∈ A−S tale cheS∪{aj} ∈ F . Inoltre, tutti i sottoinsiemi diS∪{aj} apparterrebbero aF ,
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e di conseguenza l’algoritmo non avrebbe scartatoaj ma lo avrebbe inserito nella soluzione, restituendo
l’insiemeS ∪ {aj} invece diS.

Quindim ≤ n e dimostriamo allora chew(ai) ≤ w(bi) per ognii = 1, 2, . . . ,m. Infatti, per assurdo,
siak il primo intero tale chew(ak) > w(bk). Nota che l’insiemeD = {b1, b2, . . . , bk−1} appartiene a
F e inoltre|D|+ 1 = |{a1, a2, . . . , ak}|. Di conseguenza, essendo〈E,F 〉 un matroide, esiste un intero
j, 1 ≤ j ≤ k, tale cheaj 6∈ D eD ∪ {aj} ∈ F . Poich́e l’algoritmo greedy sceglie al passok-esimo
l’elemento di peso massimo tra quelli disponibili, abbiamow(bk) ≥ w(aj); d’altro lato, essendoj ≤ k,
abbiamow(aj) ≥ w(ak) e quindiw(bk) ≥ w(aj) ≥ w(ak), contro l’ipotesiw(ak) > w(bk). Questo
prova chew(A) ≤ w(S) e quindi la soluzione fornita dall’algoritmòe ottima.

Anche per il problema di minimòe possibile provare che l’algoritmo greedy fornisce la soluzione
ottima sui matroidi.

Corollario 12.3 Se un sistema di indipendenza〈E,F 〉 è un matroide allora, per ogni funzione peso
w : E → IR+, l’algoritmo MIOPE-MIN fornisce una soluzione ottima al problema di minimo (su input
E,F,w).

Dimostrazione. Innazituttoè facile verificare che in ogni matroide〈E,F 〉 gli insiemiA ∈ F massimali
hanno la stessa cardinalità. Sia quindim la cardinalit̀a degli insiemi massimali inF . Inoltre, data una
funzione pesow : E → IR+, fissap = max{w(x) | x ∈ E} e definisci la funzionew′ : E → IR+

ponendow′(x) = p − w(x), per ognix ∈ E. Allora, per ogniA ∈ F massimale, abbiamow′(A) =
mp−w(A) e quindiw′(A) è massimo se e solo sew(A) è minimo. Per il teorema precedente la procedura
MIOPE su inputE,F,w′ determina l’elementoS ∈ F di peso massimo rispetto aw′. Tuttaviaè facile
verificare cheS è anche l’output della procedura MIOPE-MIN su inputE,F,w. Di conseguenza, per
l’osservazione precedente,S è anche insieme massimale inF di peso minimo rispetto aw.

Esercizi

1) Dato un grafo non orientatoG = 〈V, E〉 nel qualeV è l’insieme dei nodi edE quello degli archi,
definiamo la seguente famiglia di sottoinsiemi diE:

F = {A ⊆ E | ∃v ∈ V tale che ogni latoα ∈ A è incidente av}

Per ipotesi assumiamo∅ ∈ F .

a) La coppia〈E, F 〉 forma un sistema di indipendenza?

b) La coppia〈E, F 〉 forma un matroide?

c) Considera il problema di determinare l’elemento di peso massimo inF assumendo per istanza un
grafoG con pesi positivi associati agli archi. Descrivere un algoritmo greedy per tale problema.

d) L’algoritmo descritto al punto c) determina sempre la soluzione ottima?

2) Ricordiamo che in un grafo non orientatoG = 〈V, E〉 (doveV è l’insieme dei nodi eE quello dei lati)
unaclique è un sottoinsiemeC ⊆ V tale che, per ogniu, v ∈ C, seu 6= v allora {u, v} ∈ E. SiaFG la
famiglia di tutte le clique diG, cioè

FG = {A ⊆ V | ∀u, v ∈ A, u 6= v ⇒ {u, v} ∈ E}

a) La coppia〈V, FG〉 forma un sistema di indipendenza?

b) La coppia〈V, FG〉 forma un matroide?
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c) Dato un grafo non orientatoG = 〈V, E〉 e una funzione pesow : V −→ IR+, ogni insiemeA ⊆ V
ammette un pesow(A) definito da

w(A) =
∑
x∈A

w(x).

Descrivere una procedura greedy che cerca di determinare un insiemeC ∈ FG di peso massimo inFG.
La soluzione prodotta dall’algoritmòe sempre ottima?

3) Svolgere l’analisi dell’algoritmo greedy per il problema di minimo introdotto nella sezione 12.1.

12.4 L’algoritmo di Kruskal

Un classico problema di ottimizzazione su grafi consiste nel determinare un albero di copertura di peso
minimo in un grafo assegnato. In questa sezione presentiamo uno dei principali algoritmi per risolvere
tale problema, noto come algoritmo di Kruskal. Questa procedura fornisce un esempio rilevante di
algoritmo greedy e nello stesso tempo rappresenta una applicazione delle operazioni UNION e FIND
studiate nella sezione 9.7.

Ricordiamo innanzitutto che un albero di copertura (spanning tree) di un grafo non orientato, con-
nessoG〈V,E〉 è un alberoT , sottografo diG, che connette tutti i nodi del grafo; formalmente quindi si
tratta di un alberoT = 〈V ′, E′〉 tale cheV ′ = V eE′ ⊆ E.

SeG è dotato di una funzione pesow : E →Q, il costo di un albero di coperturaT = 〈V,E′〉 di G
è semplicemente la somma dei costi dei suoi lati:

w(T ) =
∑
l∈E′

w(l)

Il problema che consideriamòe quello di determinare un albero di copertura di peso minimo perG
(nota che in generale la soluzione nonè unica). Formalmente possiamo definire il problema nel modo
seguente:

Istanza: un grafo non orientato, connessoG = 〈V,E〉 e una funzione pesow : E →Q.
Soluzione: un insieme di latiS ⊆ E tali che〈V, S〉 sia un albero di copertura di peso

minimo perG.

L’idea dell’algoritmo che presentiamòe quella di costruire la soluzioneS considerando uno dopo
l’altro i lati di G in ordine di peso non decrescente: inizialmente si poneS = ∅ e poi si aggiunge il lato
correntel solo se il nuovo insiemeS ∪ {l} non forma cicli, altrimentil viene scartato e si considera il
lato successivo.

Quindi, durante l’esecuzione dell’algoritmo,S rappresenta un sottoinsieme di lati diG che non forma
cicli. Si tratta quindi di una forestaF che definisce automaticamente una partizioneP dell’insieme
V dei nodi nella quale due vertici si trovano nello stesso sottoinsieme se appartengono al medesimo
albero diF . Ora, per verificare seS ∪ {l} forma un ciclo, basta considerare i due estremiu e v di l e
controllare se coincidono i due insiemi della partizioneP cui appartengonou e v. In caso affermativo
il lato l, aggiunto alla soluzione parzialeS, forma un ciclo e deve quindi essere scartato; altrimenti esso
va aggiunto alla soluzione poiché unisce due alberi disgiunti della foresta (ovvero, unifica due insiemi
distinti della partizione).

Il procedimento che abbiamo descritto sommariamente manipola tre strutture principali:

1. un insiemeS destinato a contenere i lati della soluzione;
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2. un sottoinsiemeQ dei lati del grafo che mantiene l’insieme degli archi che non sono ancora stati
considerati e dal quale dobbiamo via via estrarre il lato di peso minimo;

3. una partizioneP dell’insieme dei verticiV che mantiene le famiglie di nodi tra loro connesse
mediante lati inS. InizialmenteP coincide con la partizione identità ID e, ogniqualvolta un lato
(u, v) viene aggiunto alla soluzioneS, si unificano inP i due insiemi cui appartengono i verticiu
ev.

Rappresentando con{v1, v2, . . . , vn} l’insiemeV dei nodi del grafo, possiamo formalmente descrivere
l’algoritmo mediante la seguente procedura:

Procedure Kruskal(V,E,w)
begin

S := ∅
Q := E
P := {{v1}, {v2}, . . . , {vn}}
while P contiene piu’ di un insiemedo

begin
determina il lato(u, v) di peso minimo inQ
Cancella(u, v) daQ
a := FIND(u)
b := FIND(v)
if a 6= b then

begin
UNION(a, b)
Aggiungi (u, v) aS

end
end

end

Per illustrare il funzionamento dell’algoritmo, consideriamo il grafo rappresentato nella seguente
figura:
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Accanto a ogni latòe riportato il peso corrispondente. Nella tabella successiva indichiamo il valore di
(u, v) e gli elementi diS eP al termine dell’esecuzione di ciascun ciclowhile ; essi rappresentano il
lato di peso minimo estratto daQ, la soluzione parziale dopo il suo eventuale inserimento, e la partizione
corrispondente. Nella prima riga inoltre abbiamo posto i valori iniziali.
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(u, v) S P

- ∅ {a}, {b}, {c}, {d}, {e}, {f}, {g}, {h}, {i}
(a, d) (a, d) {a, d}, {b}, {c}, {e}, {f}, {g}, {h}, {i}
(c, f) (a, d), (c, f) {a, d}, {b}, {c, f}, {e}, {g}, {h}, {i}
(d, e) (a, d), (c, f), (d, e) {a, d, e}, {b}, {c, f}, {g}, {h}, {i}
(a, b) (a, d), (c, f), (d, e), (a, b) {a, b, d, e}, {c, f}, {g}, {h}, {i}
(g, h) (a, d), (c, f), (d, e), (a, b), (g, h) {a, b, d, e}, {c, f}, {g, h}, {i}
(h, f) (a, d), (c, f), (d, e), (a, b), (g, h), (h, f) {a, b, d, e}, {c, f, g, h}, {i}
(b, e) (a, d), (c, f), (d, e), (a, b), (g, h), (h, f) {a, b, d, e}, {c, f, g, h}, {i}
(f, i) (a, d), (c, f), (d, e), (a, b), (g, h), (h, f), (f, i) {a, b, d, e}, {c, f, g, h, i}
(h, i) (a, d), (c, f), (d, e), (a, b), (g, h), (h, f), (f, i) {a, b, d, e}, {c, f, g, h, i}
(a, e) (a, d), (c, f), (d, e), (a, b), (g, h), (h, f), (f, i) {a, b, d, e}, {c, f, g, h, i}
(d, g) (a, d), (c, f), (d, e), (a, b), (g, h), (h, f), (f, i), (d, g) {a, b, d, e, c, f, g, h, i}

Osserva che i lati(b, e), (a, e) e (h, i) vengono scartati poiché formano cicli se aggiunti alla soluzione.

La correttezza dell’algoritmòe una conseguenza del teorema di Rado. Infattiè facile verificare che
l’algoritmo coincide essenzialmente con la procedura MIOPE-MIN applicata al sistema di indipendenza
〈E,FG〉 definito nell’esempio 12.1. Per la proposizione 12.1 sappiamo che〈E,FG〉 è un matroide e
quindi per il corollario 12.3 la procedura MIOPE-MIN determina la soluzione ottima.

Vogliamo ora valutare i tempi di calcolo richiesti e determinare le strutture dati più idonee per im-
plementare l’algoritmo. Osserviamo innanzitutto che l’insiemeS può essere rappresentato banalmente
da una lista perch̀e l’unica operazione da svolgere su questa struttura consiste nell’inserimento di nuovi
lati. Sulla partizioneP si deve eseguire una sequenza di operazioni UNION e FIND proporzionale al
più al numero di lati del grafo di ingresso. Se quindi il grafoG possiedem lati, usando una foresta con
bilanciamento, le operazioni UNION e FIND possono essere eseguite inO(m logm) passi nel caso peg-
giore. Infine sull’insiemeQ dobbiamo eseguire una sequenza di operazioni MIN e DELETE. Possiamo
semplicemente ordinare gli elementi diQ in una lista o in un vettore e quindi scorrere i suoi elementi in
ordine di peso non decrescente. Tutto questo richiedeΘ(m logm) passi. Lo stesso ordine di grandezza
si ottiene se utilizziamo uno heap rovesciato, nel quale cioè il valore assegnato a ciascun nodo interno
è minore o ugualea quello dei figli. In questo caso non occorre ordinare inizialmente gli elementi di
Q ma basta costruire uno heap, e questo richiede un tempoO(m). Qui la radice corrisponde all’ele-
mento di peso minore e quindi l’operazione MIN può essere eseguita in tempo costante, mentre ogni
operazione DELETE richiede un tempoO(logm) poich́e , per ricostruire lo heap, bisogna ricollocare
una foglia nella posizione corretta partendo dalla radice e percorrendo un cammino pari al più all’altezza
dell’albero.

Poich́e la complessit̀a dell’algoritmo pùo essere ricondotta al costo delle operazioni compiute sulle
strutture dati utilizzate, possiamo concludere affermando che la procedura descritta può essere eseguita
in O(m logm) passi nel caso peggiore.

12.5 L’algoritmo di Prim

Non tutti gli algoritmi che adottano una strategia greedy possono essere inquadrati nella teoria generale
presentata nelle sezioni precedenti. Uno di questiè l’algoritmo di Prim per il calcolo del minimo albero di
copertura di un grafo. Questa procedura si differenzia da quella di Kruskal, descritta nella sezione prece-
dente, poich́e l’albero di copertura viene costruito a partire da un nodo sorgente aggiungendo di volta in
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volta il lato di peso minimo che permette di estendere l’insieme dei nodi raggiunti dalla soluzione. In
questo modo la soluzione parziale mantenuta dall’algoritmo nonè una foresta come nel caso dell’algo-
ritmo di Kruskal, màe formata da un albero che ha per radice la sorgente e che inizialmente coincide con
quest’ultima. A tale albero vengono via via aggiunti nuovi nodi, scegliendoli tra quelli che si trovano a
distanza minima da uno dei suoi vertici; il procedimento prosegue fino a quando tutti i nodi sono stati
collegati alla soluzione.

Un’istanza del problemàe quindi data da un grafoG = 〈V,E〉 non orientato, connesso, dotato di
una funzione pesow : E → Q e da un nodo sorgentes ∈ V . Come al solito rappresentiamo il grafo
associando a ogni verticev ∈ V la listaL(v) dei nodi adiacenti. La soluzione viene calcolata fornendo
l’insiemeT dei lati dell’albero di copertura ottenuto.

Sostanzialmente l’algoritmo mantiene una partizione dei nodi del grafo in due insiemi che chiame-
remoS eR. L’insiemeS è formato dai vertici gìa raggiunti dalla soluzione, mentreR è costituito da
tutti gli altri. Per ogni nodov in R la procedura conserva il peso del lato di costo minimo che congiunge
v con un nodo inS e sceglie tra tutti questi lati quello di peso minore, aggiungendolo alla soluzione ed
estendendo cosı̀ l’insieme dei vertici raggiunti. Per descrivere questo procedimento definiamo, per ogni
nodov ∈ R, la distanza div daS mediante la seguente espressione:

dist(v) =

{
min{w({v, z}) | z ∈ S} se{z ∈ S | {v, z} ∈ E} 6= ∅
∞ altrimenti

Inoltre denotiamo convicino(v) il nodo z ∈ S tale chew({v, z}) = dist(v), con la convenzione di
lasciarevicino(v) indefinito sedist(v) = ∞. I valori dist(v) e vicino(v) possono essere rappresentati
efficientemente mediante due vettori indiciati dagli elementi diV . Infine, denoteremo conD l’insieme
dei nodi inR che hanno una distanza finita daS:

D = {v ∈ R | dist(v) 6= ∞}

Tale insieme viene costantemente aggiornato dall’algoritmo e da esso (insieme ai valoridist e vicino)
la procedura estrae di volta in volta il nodo che si trova a distanza minima dalla soluzione.

L’algoritmo pùo ora essere descritto dalla seguente procedura che utilizza effettivamente solo l’in-
siemeD, i valori dist evicino e l’insiemeT che mantiene la soluzione costruita.
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Procedure Prim(V,E,w, s)
begin

T := ∅

for v ∈ V do

{
dist(v) := ∞
vicino(v) := ⊥

D := {s}
dist(s) := 0
while D 6= ∅ do

begin
(1) determina l’elementov ∈ D condist(v) minima
(2) cancellav daD

aggiungi il lato{v, vicino(v)} aT
for u ∈ L(v) do

if dist(u) = ∞

(3) then


aggiungiu aD
dist(u) := w({v, u})
vicino(u) := v

else if u ∈ D ∧ w({v, u}) < dist(u)

(4) then

{
dist(u) := w(v, u)
vicino(u) := v

end
output T − {{s,⊥}}

end

Per illustrare il funzionamento dell’algoritmo, consideriamo il grafo rappresentato nella seguente
figura:
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Accanto a ogni latòe riportato il peso corrispondente e si suppone che il nodo sorgente siad. Nella
tabella successiva mostriamo il funzionamento dell’algoritmo su tale istanza, riportando i valori degli
insiemiR,D, T , del vettoredist e del nodov dopo l’esecuzione di ogni ciclowhile .

v R dist D T − {{s,⊥}}
d {a, b, c, e, f} (5,∞,∞,−, 2,∞) {a, e} ∅
e {a, b, c, f} (1, 3,∞,−,−, 4) {a, b, f} {e, d}
a {b, c, f} (−, 3,∞,−,−, 4) {b, f} {e, d}, {e, a}
b {c, f} (−,−, 5,−,−, 2) {c, f} {e, d}, {e, a}, {e, b}
f {c} (−,−, 5,−,−,−) {c} {e, d}, {e, a}, {e, b}, {b, f}
c ∅ (−,−,−,−,−,−) ∅ {e, d}, {e, a}, {e, b}, {b, f}, {b, c}
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Scegliamo ora le strutture dati più idonee per implementare l’algoritmo. Innazitutto i valoridist e
vicino possono essere rappresentati mediante vettori che hanno per indice i nodiv ∈ V .

La soluzioneT può essere semplicemente rappresentata da una lista poiché l’unica operazione ese-
guita su tale insieme consiste nell’aggiungere un nuovo elemento (operazione che possiamo cosı̀ eseguire
in tempo costante).

Sull’insiemeD dobbiamo eseguire 4 operazioni: determinare il nodov a distanza minima (linea (1)
nella procedura), cancellarlo (linea (2)), introdurre un nuovo elemento (linea (3)) e aggiornare la distanza
di un nodo gìa presente inD (linea (4)). Descriviamo due diverse strutture per implementareD. Nel
primo caso consideriamoD come una coda di priorità e utilizziamo unoheaprovesciato nel quale il
valore di ogni nodov è dato dalla sua distanzadist(v). In questo modo il nodo a distanza minima si
trova nella radice dello heap e l’operazione di cancellazione del minimo e di inserimento di un nuovo
elemento possono essere eseguite in tempo logaritmico. Osserva che l’aggiornamento della distanza del
nodou, compiuto nella istruzione(4) della procedura, deve essere accompagnato da una ricollocazione
di u all’interno dello heap; poich́e la sua distanza diminuisce questo corrisponde a spostareu verso la
radice. Chiaramente, anche quest’ultima operazione richiede un tempo logaritmico rispetto al numero
di elementi contenuti nello heap. Utilizzando tali strutture e le relative procedure, l’algoritmo di Prim,
eseguito su un grafo din nodi em lati, richiede un tempo di calcoloO(m log n) (assumendo il criterio
di costo uniforme).

Diversamente, possiamo implementare l’insiemeD mediante un vettorêD di n elementi che ha per
indici i nodi del grafo di ingressoG = (V,E). Per ogniv ∈ V , poniamo

D̂[v] =


∞ sev ∈ R−D
dist(v) sev ∈ D
0 sev ∈ S

In questo modo il calcolo del nodo a distanza minima inD (linea (1)) richiede un tempoΘ(n), poich́e
occorre scorrere l’intero vettore per determinare il minimo; tuttavia le altre operazioni richiedono un
tempo costante.̀E facile verificare che, usando questa struttura, l’algoritmo richiede un tempo dell’ordine
di Θ(n2). Di conseguenza, se il numero dei latim è dell’ordine di grandezza din2 (cioè il grafo di
ingresso contiene “molti” lati) allora quest’ultima implementazioneè preferibile alla precedente. Se
invecem << n2 (cioè il grafo di ingresso contiene “pochi” lati) l’uso di uno heap per implementare
l’insiemeD risulta asintoticamente più efficiente.

Concludiamo studiando la correttezza dell’algoritmo appena descritto. Questaè basata sulla seguente
propriet̀a.

Proposizione 12.4SiaG = 〈V,E〉 un grafo non orientato, connesso, dotato di una funzione peso
w : E → Q. Sia inoltreT un albero di copertura minimo perG, siaU un sottoalbero diT e siaS
l’insieme dei nodi inU . Consideriamo un lato di costo minimo{a, b} che “esce” daS, cioè tale che
a ∈ S e b 6∈ S. Allora esiste un albero di copertura minimo perG che contieneU come sottoalbero e
che contiene anche il lato{a, b}.

Dimostrazione. Se il lato{a, b} appartiene aT alloraT è l’albero di copertura cercato. Altrimenti deve
esistere inT un cammino semplice che congiungea e b; tale cammino si svolge inizialmente tra nodi
dell’insiemeS, quindi “esce” daS raggiungendob. Deve allora esistere in tale cammino un lato{a′, b′}
tale chea′ ∈ S e b′ 6∈ S (eventualmente si può verificarea = a′ oppureb = b′, ma non entrambi).
Allora, sostituendo inT il lato {a′, b′} con il lato{a, b} non formiamo cicli e otteniamo cosı̀ un nuovo



12.6. L’ALGORITMO DI DIJKSTRA 185

albero di coperturaT ′. ChiaramenteT ′ contieneU come sottoalbero e inoltre il peso dei suoi latiè dato
da:

w(T ′) = w(T )− w({a′, b′}) + w({a, b})

Poich́e{a, b} è di peso minimo tra tutti i lati che escono daS, abbiamow({a, b}) ≤ w({a′, b′}) e quindi
dall’equazione precedente otteniamow(T ′) ≤ w(T ). Di conseguenza, essendoT un albero di copertura
minimo, ancheT ′ risulta un albero di copertura minimo.

Nota che la proposizione precedenteè valida anche quando l’insiemeS è ridotto ad un solo nodo: il
nodo sorgente. Cosı̀ l’applicazione della proprietà appena provata consente di dimostrare per induzione
che la soluzione fornita dall’algoritmo rappresenta un albero di copertura minimo del grafo di ingresso.

Esercizio

1) Applicando l’osservazione precedente, provare la correttezza dell’algoritmo di Prim.

12.6 L’algoritmo di Dijkstra

Un procedimento di calcolo del tutto simile a quello presentato nella sezione precedente può essere de-
scritto per risolvere un problema di cammini minimi su un grafo. Abbiamo già affrontato un problema
simile nella sezione 11.5 doveè stato presentato un algoritmo per determinare i cammini di peso minimo
tra tutte le coppie di nodi in un grafo pesato. In questo caso si vuole affrontare un problema più semplice,
quello di determinare, in un grafo pesato, i cammini di costo minimo che congiungono un nodo sorgente
fissato con gli altri vertici. Osserviamo che tale problemaè sostanzialmente diverso da quello di deter-
minare l’albero di copertura di costo minimo in un grafo cheè stato affrontato nelle sezione precedenti.
Per esempio, se consideriamo il grafo rappresentato dalla seguente figura
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l’albero di copertura di peso minimòe dato dal grafo seguente
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mentre l’albero dei cammini di peso minimo che connettono il nodo sorgentea con gli altri nodiè definito
dalla seguente figura:
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L’algoritmo che presentiamòe noto come Algoritmo di Dijkstra ed̀e anche questo basato su una
tecnica greedy. In questa sezione ne descriviamo formalmente il procedimento ma omettiamo la rela-
tiva analisi di complessità e la dimostrazione di correttezza che possono essere sviluppate facilmente
seguendo la linea tratteggiata nella sezione precedente.

L’istanza del problemàe costituita da un grafo orientatoG = 〈V,E〉, un nodo sorgentes ∈ V e una
funzione pesow : E → Q a valori non negativi (ovverow(`) ≥ 0 per ogni` ∈ E). Anche in questo
caso denotiamo conL(v) la lista dei nodiz tali che(v, z) ∈ E. Per ogniv ∈ V si vuole determinare il
cammino di peso minimo inG che congiunges conv e il relativo peso. Il calcolo pùo essere eseguito
determinando i valoripesocammino(v) epredecessore(v) cos̀ı definiti:

pesocammino(v) =


c se inG esiste un cammino das av e c è il peso

del cammino di costo minimo das av,

∞ se inG non esiste un cammino das av.

predecessore(v) =


u se inG esiste un cammino das av eu è il nodo

che precedev nel cammino di costo minimo das av,

⊥ se inG non esiste un cammino das av oppurev = s.

L’algoritmo mantiene una partizione dei nodi del grafo in tre sottoinsiemi: l’insiemeS dei vertici
per i quali la soluzionèe gìa stata calcolata, l’insiemeD dei nodiv, non inclusi inS, per i quali esiste
un lato da un vertice inS a v e, infine, l’insieme formato da tutti gli altri nodi. Inoltre, per ogniv ∈ D,
la procedura mantiene aggiornati i due valoriC(v) e P (v): il primo rappresenta il peso del cammino
di costo minimo das a v che passa solo per nodi inS; il secondo costituisce l’ultimo nodo prima di
v in tale cammino. Tali valori possono essere conservati in opportuni vettori. Inizialmente,S è vuoto
eD contiene solo la sorgentes mentre, per ogni verticev, P (v) = ⊥ eC(v) = ∞ tranneC(s) che
assume valore0; al termine del calcoloC(v) e P (v) coincideranno con i valoripesocammino(v) e
predecessore(v) da calcolare e tali valori risulteranno definiti solo per i vertici raggiungibili das.

L’algoritmo sceglie di volta in volta il nodov ∈ D per il qualeC(v) è minimo, lo toglie dall’insieme
D, aggiornando i valoriC(u) eP (u) per ogniu ∈ L(v) (eventualmente inserendou in D). L’algoritmo
non ha in realt̀a bisogno di mantenere l’insiemeS: è sufficiente conservareD.

L’algoritmo termina quandoD = ∅; a questo punto, seC(v) = ∞ per qualche nodov, allorav non
è raggiungibile das mediante un cammino del grafo (risulterà ancheP (v) = ⊥).

L’algoritmo è descritto dalla seguente procedura:
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Procedure Dijkstra(V,E,w, s)
begin

D := {s}

for v ∈ V do

{
C(v) := ∞
P (v) := ⊥

C(s) := 0
while D 6= ∅ do

begin
determina il nodov in D conC(v) minima
cancellav daD
for u ∈ L(v) do

if C(v) + w(v, u) < C(u) then
begin

if C(u) = ∞ then aggiungiu aD
C(u) := C(v) + w(v, u)
P (u) := v

end
end

return C, P
end

Osserva che i valoriC(v) eP (v) svolgono nella procedura appena descritta lo stesso ruolo didist(v)
e vicino(v) nell’algoritmo di Prim. La dimostrazione della correttezza dell’algoritmo viene qui omessa
per brevit̀a. Essàe essenzialmente basata sull’ipotesi che i pesi dei lati siano non negativi e sul fatto che,
durante l’esecuzione dell’algoritmo, man mano che i nodi scelti inD vengono raggiunti dalla soluzione,
i valori corrispondentiC(v) non decrescono.

InoltreD può essere implementato come nell’algoritmo di Prim, usando uno heap rovesciato oppure
un semplice vettore. Come nella sezione precedente si può dimostrare che il tempo di calcolo richiesto
dall’algoritmo di Dijkstra, su un input din nodi em lati, èO(m log n) se usiamo uno heap rovesciato
per implementareD mentre, se utilizziamo un vettore, lo stesso tempo divieneO(n2). Anche in questo
casoè dunque asintoticamente più vantaggioso utilizzare uno heap rovesciato per grafi con “pochi” lati,
mentre conviene usare un vettore nel caso di grafi con “molti” lati.

Esercizi

1) Dimostrare mediante un esempio che l’algoritmo di Dijkstra non fornisce la soluzione esatta al problema
quando il peso dei latìe negativo.

2) Dimostrare la correttezza dell’algoritmo di Dijkstra quando il peso dei latiè maggiore o uguale a zero.

12.7 Codici di Huffman

Un problema del tutto naturale in ambito informaticoè quello di codificare un file di caratteri, estratti da
un alfabeto dato, mediante una stringa binaria. Si tratta di definire un codice binario, ovvero una funzione
che associa ad ogni carattere una sequenza di bit in modo tale che ogni stringa binaria corrisponda al
più a una sola parola dell’alfabeto dato. Cosı̀ la codifica del file originario si ottiene semplicemente
concatenando le stringhe binarie associate ai vari caratteri che compongono il file.
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Il primo obiettivo è quello di definire un codice che permetta di calcolare rapidamente la codifica
di ogni carattere e, viceversa, di decodificare in maniera efficiente una stringa binaria determinando la
sequenza di simboli corrispondente. In particolare si vuole compiere queste operazioni in tempo lineare,
possibilmente mediante la semplice lettura della sequenza in ingresso. Inoltre, per ovvie ragioni di
spazio, si vuole definire un codice ottimale che consenta cioè di rappresentare il file mediante la stringa
binaria pìu corta possibile.

È evidente infatti che se le frequenze dei vari caratteri all’interno del file originario sono molto diverse
tra loro, sar̀a conveniente rappresentare i simboli più frequenti mediante stringhe binarie relativamente
corte e utilizzare quelle più lunghe per rappresentare i simboli più rari. In questo modo si può risparmiare
una notevole quantità di spazio (in alcuni casi anche superiore al 50%).

Esempio 12.4
Supponiamo per esempio di voler codificare in binario una sequenza di 100 caratteri definita sull’alfabeto{a, b, c, d, e, f, g},
nella quale i vari simboli compaiono con la seguente frequenza:

35 occorrenze dia
20 occorrenze dib
5 occorrenze dic
30 occorrenze did
5 occorrenze die
2 occorrenze dif
3 occorrenze dig.

Definiamo ora il codiceλ nel modo seguente:

λ(a) = 000, λ(b) = 001, λ(c) = 010, λ(d) = 011, λ(e) = 100, λ(f) = 101, λ(g) = 11.

Utilizzando tale codice, la lunghezza della stringa binaria che rappresenta l’intera sequenzaè allora data da97 ·3+2 ·3 = 297.
Osserva che nella codifica appena definita quasi tutti i caratteri sono rappresentati con stringhe di lunghezza3, pur avendo

questi frequenze notevolmente diverse all’interno della sequenza originaria. Se invece definiamo una codifica che tenga conto
delle varie frequenze possiamo migliorare notevolmente la lunghezza della stringa ottenuta. Definiamo per esempio il codiceµ
tale che

µ(a) = 00, µ(b) = 010, µ(c) = 011, µ(d) = 10, µ(e) = 110, µ(f) = 1110, µ(g) = 1111.

È immediato verificare che, in questo caso, la lunghezza della stringa binaria ottenutaè data da65 · 2 + 30 · 3 + 5 · 4 = 230,
risparmiando quindi, rispetto alla precedente, più del 20% di bit.

I metodi che presentiamo in questa sezione consentono di determinare il codice binario ottimale di
una stringa data conoscendo, per ogni carattere, la frequenza corrispondente all’interno della sequenza.
Si tratta dei noti codici di Huffman che hanno una notevole importanza in questo ambito e sono ampia-
mente utilizzati nelle applicazioni. L’algoritmo di costruzione del codice di Huffman di una sequenza
assegnatàe un tipico esempio di algoritmo greedy.

12.7.1 Codici binari

Per formalizzare il problema ricordiamo che un alfabetoè un insieme finito di simboli (che chiameremo
anche lettere) e una parola definita su un alfabetoA è una concatenazione di simboli estratti daA 1.
Denotiamo inoltre conA+ l’insieme delle parole definite suA. In particolare,{0, 1}+ denota l’insieme
delle stringhe binarie. Denoteremo con|x| la lunghezza di un parolax.

1Non consideriamo qui la parola vuotaε, quella nella quale non compare alcun simbolo.
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Dato un alfabetoA, una funzioneγ : A → {0, 1}+ è uncodice binariose per ogniy ∈ {0, 1}+

esiste al pìu una sola sequenza di letterex1, x2, . . . , xn ∈ A tale chey = γ(x1)γ(x2) · · · γ(xn). In altre
parole,γ è un codice binario se ogni stringa in{0, 1}+ può essere decomposta al più in un solo modo
come concatenazione di parole appartenenti aγ(A). Nel seguito con il terminecodice intenderemo
sempre un codice binario.

Chiaramente, ogni funzioneγ : A → {0, 1}+ può essere estesa all’insiemeA+ definendo, per
ogni x ∈ A+, l’immagine γ(x) = γ(x1)γ(x2) · · · γ(xn), dovex = x1x2 · · ·xn e xi ∈ A per ogni
i; possiamo quindi affermare che la funzioneγ è un codice se la sua estensione all’insiemeA+ è una
funzione iniettiva.

Esempio 12.5
SiaA = {a, b, c} e siaβ : A → {0, 1}+ la funzione definita daβ(a) = 0, β(b) = 01, β(c) = 10. È facile verificare cheβ
non forma un codice perché , ad esempio, la stringa010 coincide conβ(ba) = β(ac).

Viceversa,è facile verificare che la funzioneδ : A → {0, 1}+, definita dalle uguaglianzeδ(a) = 00, δ(b) = 01,
δ(c) = 10, forma un codice binario.

Tra le propriet̀a solitamente richieste viè quella di poter decodificare una stringa binaria “on line”,
ovvero determinando la decodifica di ciascun prefisso senza bisogno di considerare l’intera sequenza
2. Questa proprietà pùo essere formalizzata dalla seguente definizione: un codiceγ : A → {0, 1}+

si diceprefissose non esiste una coppia di lettere distintea, b ∈ A per le qualiγ(a) sia un prefisso di
γ(b). Per esempio la funzioneδ definita nell’esempio precedenteè un codice prefisso. Invece, il codice
η : {a, b} → {0, 1}+ definito daη(a) = 0, η(b) = 01, nonè un codice prefisso perchèη(a) è un prefisso
di η(b).

Inoltre un codiceγ : A → {0, 1}+ si dice alunghezza fissase esistek ∈ IN tale che|γ(a)| = k per
ognia ∈ A. È facile verificare che ogni codice a lunghezza fissaè anche un codice prefisso.

Infine, data una parolax ∈ A+, chiameremocostodi un codiceγ suA la lunghezza diγ(x) e lo
denoteremo medianteC(γ). Se rappresentiamo con|x|a il numero di occorrenze della letteraa in x,
allora abbiamo

C(γ) =
∑
a∈A

|x|a · |γ(a)|

Un codiceγ si dirà ottimale rispetto una parolax seC(x) è minimo tra tutti i costi di codici prefissi
definiti suA.

I codici prefissi ammettono una efficace rappresentazione mediante un albero binario che consente in
molti casi di definire facilmente algoritmi di costruzione e di manipolazione di queste funzioni. L’albero
binario che rappresenta un codice prefissoγ : A→ {0, 1}+ è definito nel modo seguente:

1. le foglie dell’albero coincidono con le lettere dell’alfabeto;

2. ogni lato che congiunge un nodo interno con il suo figlio sinistroè etichettato dal bit0;

3. ogni lato che congiunge un nodo interno con il suo figlio destroè etichettato dal bit1;

4. per ognia ∈ A, la stringaγ(a) coincide con l’etichetta del cammino che congiunge la radice
dell’albero con la fogliaa.

Esempio 12.6

La funzioneλ sull’alfabeto{a, b, c, d, e, f, g}, a valori in {0, 1}+, definita nell’Esempio 12.4,̀e un codice prefisso
rappresentato dall’albero seguente:

2Ricordiamo che il prefisso di una parolax è una parolay tale chex = yz per qualche stringaz (eventualmente vuota).
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Analogamente, la funzioneµ, definita nel medesimo Esempio 12.4,è un codice prefisso rappresentato dal seguente albero
binario:
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12.7.2 Descrizione dell’algoritmo

La definizione del codice di Huffman di una data stringa si può comprendere immediatamente descriven-
do l’algoritmo che costruisce il corrispondente albero binario. Tale proceduraè basata su una strategia
greedy e il suo input̀e dato da un alfabetoA e da una funzionefr (che chiameremofrequenza) che
associa da ogni letteraa ∈ A il numero di occorrenze dia nella stringa da codificare.

Si comincia a costruire l’albero partendo dalle foglie, che sono ovviamente rappresentate dalle lettere
dell’alfabetoA. Quindi si scelgono le due foglie con frequenza minore e si definisce un nodo interno
rendendo quest’ultimo padre delle due precedenti. Si sostituiscono le due foglie estratte con il loro padre,
attribuendo a quest’ultimo un valore di frequenza pari alla somma delle frequenze dei due figli; quindi si
ripete il procedimento, scegliendo nuovamente i due vertici di minor frequenza, rendendoli entrambi figli
di un nuovo nodo interno e sostituendo questi con il padre nell’insieme delle possibili scelte successive.
Questo procedimento va ripetuto fino a quando l’insieme delle possibile scelte si riduce a un solo nodo
che risulta per forza la radice dell’albero ottenuto.

Per definire l’algoritmo abbiamo bisogno di due strutture dati. La prima sarà data da un albero
binarioT che definir̀a automaticamente il codice prodotto dall’algoritmo. La seconda sarà invece una
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coda di priorit̀aQ, che mantiene l’insieme dei nodi tra i quali occorre scegliere la coppia di elementi
di frequenza minore, e sulla quale operare le sostituzioni opportune. Su Q dovremo quindi eseguire le
operazioni Min, Insert e Delete e, inizialmente, tale struttura sarà rappresentata dall’insieme delle foglie
dotate della corrispondente frequenza.

Possiamo formalmente definire l’algoritmo mediante la seguente procedura:

Procedure Huffman(A, fr)
begin

n := ]A
crea un albero binarioT , con insieme delle foglieA, prevedendon− 1 nodi interni
crea una coda di priorita’Q inizialmente vuota
for a ∈ A do

inseriscia in Q con pesofr(a)
for i = 1, 2, . . . , n− 1 do

begin
determina i due elementiu, v in Q di peso minimo
cancellau ev daQ
crea un nodo internoz dell’alberoT
rendiu figlio sinistro diz
rendiv figlio destro diz
inserisciz in Q con pesofr(z) = fr(u) + fr(v)

end
return T

end

Per implementare l’algoritmo si possono usare una coppia di vettorisin e des per rappresentare
l’albero T e un albero2 − 3, o una qualunque struttura bilanciata, per l’insiemeQ. Osserviamo, in
particolare, che una struttura dati molto comoda perQ è data da uno heap rovesciato nel quale l’oper-
azione Minè immediata, essendo il minimo posizionato sulla radice dello heap. Con queste strutture le
operazioni Min, Delete e Insert richiedono comunque un tempoO(log n), assumendon la cardinalit̀a
dell’alfabeto, e quindi il tempo complessivo richiesto dall’algoritmo risultaO(n log n).

12.7.3 Correttezza

Vogliamo ora provare che il codice di Huffman di una qualsiasi stringaè ottimale tra tutti i codici prefissi.

Proposizione 12.5Dato un alfabetoA e una frequenzafr definita suA, il codice di Huffman, ottenuto
mediante la procedura data sopraè un codice prefisso ottimale.

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sulla cardinalitàn di A. Sen = 2 la propriet̀a è ovvia. Sup-
poniamon > 2 e assumiamo la proprietà vera per ogni alfabeto di dimensionek ≤ n− 1. Consideriamo
due lettereu, v di frequenza minima inA e definiamo l’alfabetoB ottenuto daA sostituendou e v con
una nuova letterax di frequenzafr(x) = fr(u) + fr(v). Siaβ il codice di Huffman diB. Per ipotesi
d’induzioneβ è un codice prefisso ottimale perB. Possiamo allora definire il codiceα per l’alfabetoA
nel modo seguente:

α(a) =


β(a) sea 6= u ea 6= v
β(x)0 sea = v
β(x)1 sea = u
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Chiaramente,α è un codice prefisso perA e coincide con il codice di Huffman perchè di fatto si pùo
ottenere applicando la stessa procedura.

Vogliamo ora provare cheα è ottimale. Osserviamo anzitutto che

C(α) = C(β)− |β(x)|fr(x) + |α(u)|fr(u) + |α(v)|fr(v) = C(β) + fr(u) + fr(v). (12.1)

Consideriamo ora un qualsiasi codice prefissoγ sull’alfabetoA. Vogliamo provare cheC(α) ≤ C(γ).
Sianos e t le due lettere inA che hanno lunghezza di codice maggiore (cioè tali che|γ(s)| e |γ(t)| siano
massime in{|γ(a)| | a ∈ A}). Senza perdita di generalità, possiamo assumere ches e t siano fratelli
nell’albero che rappresentaγ, altrimenti sarebbe possibile costruire un nuovo codice, nel quales e t sono
fratelli, che possiede un costo minore o uguale a quello diγ e quindi proseguire la dimostrazione per
questo.

Definiamo un nuovo codiceγ′ che si ottiene daγ scambiando i le stringhe binarie associate as eu e
quelle associate at ev. Si pùo facilmente provare che il costo del nuovo codice nonè maggiore di quello
del precedente:

C(γ′) = C(γ) + (|γ(u)| − |γ(s)|)(fr(s)− fr(u)) + (|γ(v)| − |γ(t)|)(fr(t)− fr(v))

Per le ipotesi fatte sulle lettereu, v, s e t, i due prodotti nel secondo termine dell’equazione precedente
forniscono valori minori o uguali a zero; questo prova cheC(γ′) ≤ C(γ). Ora poich́eu ev sono fratelli
nell’albero che rappresentaγ′, possiamo denotare coǹil massimo prefisso comune diγ′(u) e γ′(v),
definendo cos̀ı un nuovo codiceδ per l’alfabetoB:

δ(b) =

{
γ′(b) seb 6= x
` seb = x

Osserva cheC(γ′) = C(δ) + fr(u) + fr(v). Inoltre, poich́eβ è un codice ottimale suB, abbiamo che
C(β) ≤ C(δ). Quindi, applicando la disuguaglianza (12.1), otteniamo

C(α) = C(β) + fr(u) + fr(v) ≤ C(δ) + fr(u) + fr(v) = C(γ′) ≤ C(γ)

Esercizi

1) Costruire il codice di Huffman delle seguenti frasi interpretando il blank tra una parola e l’altro come un
simbolo dell’alfabeto:

il mago merlino e la spada nella roccia
re art̀u e i cavalieri della tavola rotonda

2) Considera il problema Knapsack 0-1 (Zaino) definito nel modo seguente:

Istanza: un intero positivoH, n valoriv1, v2, . . . , vn ∈ IN en dimensionid1, d2, . . . , dn ∈ IN.
Soluzione : un insiemeS ⊆ {1, 2, . . . , n} di dimesione al pìu H e di valore massimo, ovvero

tale che ∑
i∈S

di ≤ H,

∑
i∈S

vi = max{
∑
i∈A

vi | A ⊂ {1, 2, . . . , n},
∑
i∈S

di ≤ H}.
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a) Definire un algoritmo greedy per il problema dato (per esempio basato sul rapporto tra il valore e
la dimensione di ogni elemento).

b) Dimostrare mediante un esempio che l’algoritmo non fornisce sempre la soluzione ottima.

3) Considera la seguente variante al problema precedente (Knapsack frazionato):

Istanza: un intero positivoH, n valoriv1, v2, . . . , vn ∈ IN en dimensionid1, d2, . . . , dn ∈ IN.
Soluzione :n numeri razionalif1, f2, . . . , fn tali che0 ≤ fi ≤ 1 per ognii e inoltre

n∑
i=1

fi · di ≤ H,

n∑
i=1

fi · vi = max{
n∑

i=1

gi · vi | g1, g2, . . . , gn ∈Q,∀i 0 ≤ gi ≤ 1,

n∑
i=1

gi · di ≤ H}.

a) Definire un algoritmo greedy per il problema assegnato.

b) Dimostrare che tale algoritmo determina sempre la soluzione ottima.
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Capitolo 13

I problemi NP-completi

Gli argomenti principali trattati nei capitoli precedenti riguardano la sintesi e l’analisi degli algoritmi.
Lo scopo era quello di illustrare le tecniche principali di progettazione di un algoritmo e i metodi che
permettono di valutarne le prestazioni con particolare riferimento alle risorse di calcolo utilizzate (tempo
e spazio).

Vogliamo ora spostare l’attenzione sui problemi, studiando la possibilità di classificare questi ultimi
in base alla quantità di risorse necessarie per ottenere la soluzione. Siè riscontrato infatti, che per certi
gruppi di problemi, le difficolt̀a incontrate per trovare un algoritmo efficiente sono sostanzialmente le
stesse. Tenendo conto dei risultati ottenuti nella letteratura, possiamo grossolanamente raggruppare i
problemi in tre categorie:

1. I problemi che ammettono algoritmi di soluzione efficienti;

2. I problemi che per loro natura non possono essere risolti mediante algoritmi efficienti e che quindi
sono intrattabili;

3. I problemi per i quali algoritmi efficienti non sono stati trovati ma per i quali nessuno ha finora
provato che tali algoritmi non esistano.

Molti problemi di notevole interesse appartengono al terzo gruppo e presentano tra loro caratteristiche
cos̀ı simili dal punto di vista algoritmico che risulta naturale introdurre metodi e tecniche che consentano
di studiarne le proprietà complessivamente. Questo ha portato a definire e studiare le cosiddette “classi
di complessit̀a ”, cioè classi di problemi risolubili utilizzando una certa quantità di risorse (per esempio
di tempo oppure di spazio). Questi strumenti consentono anche di confrontare la difficoltà intrinseca
dei vari problemi, verificando per esempio se un problema datoè più o meno facile di un altro, o sèe
possibile trasformare un algoritmo per il primo in uno per il secondo che richieda all’incirca la stessa
quantit̀a di risorse.

Tra le classi di complessità definite in base al tempo di calcolo quelle più note sono le classi P e NP.
Queste contengono gran parte dei problemi considerati in letteratura e le problematiche legate allo studio
delle loro propriet̀a sono in realt̀a comuni all’analisi di molte altre classi di complessità. L’interesse per
lo studio di questi argomentiè inoltre legato alla presenza di molti problemi aperti alcuni dei quali sono
fra i più importanti dell’informatica teorica.

195
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13.1 Problemi intrattabili

Descriviamo ora con maggior precisione le tre classi di problemi sopra menzionate1.
La principale classe di problemi considerata in letteraturaè quella dei problemi risolubili in tempo

polinomiale. Vengono cosı̀ chiamati quei problemi che ammettono un algoritmo di soluzione il cui tempo
di calcolo, nel caso peggiore,è limitato da un polinomio nelle dimensioni dell’input. Questa classe
può essere definita mediante diversi modelli di calcolo edè sostanzialmente robusta, cioè non dipende
dal particolare modello considerato. Intuitivamente essa rappresenta la classe dei problemi “trattabili”
cioè quelli che ammettono un algoritmo di soluzione efficiente. Quasi tutti i problemi considerati nei
capitoli precedenti appartengono a questa classe. Chiaramenteè poco realistico considerare trattabile un
problema risolubile solo da algoritmi che richiedono un tempo dell’ordine dink conk elevato. Tuttavia,
quasi tutti i problemi di interesse, risolubili in tempo polinomiale, ammettono un algoritmo di soluzione
che richiedeO(n3) passi su un input di dimensionen. Inoltre la maggior parte di questi problemi
hanno algoritmi che ammettono tempi poco più che lineari e questo spesso significa, per esempio, poter
risolvere il problema in pochi secondi anche su istanze di dimensione relativamente elevate (n = 106).
Ricordiamo che la classe dei problemi di decisione risolubili in tempo polinomialeè nota in letteratura
come classeP .

La naturale controparte della classe appena descrittaè quella dei problemi chenon possono essere
risolti in un tempo polinomiale. Per questi problemi si può provare che ogni algoritmo risolutivo richiede,
nel caso peggiore, un tempo di calcolo esponenziale o comunque asintoticamente superiore ad ogni poli-
nomio. Questi problemi sono chiamati “intrattabili” perché , pur essendo risolubili per via automatica,
richiedono un tempo di calcolo molto elevato, tale da rendere ogni algoritmo di fatto inutilizzabile anche
per dimensioni piccole dell’input. Nella tabella presentata nella sezione 1.3 abbiamo visto per esempio
che con tempi di calcolo dell’ordine di2n, anche eseguendo106 operazioni al secondo, sono necessari
parecchi anni per risolvere istanze di dimensionen = 50.

Sono certamente intrattabili tutti quei problemi che ammettono soluzione di dimensione esponenziale
rispetto all’input. Un esempiòe costituito dal problema di determinare i circuiti hamiltoniani di un grafo,
ovvero i cicli che passano una e una volta sola per ogni nodo.È chiaro infatti che se il grafo possiede
n nodi, pùo esistere un numero esponenziale di circuiti hamiltoniani (se il grafoè completo ve ne sono
n− 1!).

Vi sono poi altri problemi (in verit̀a piuttosto rari) che pur ammettendo una uscita di dimensione
limitata non possono essere risolti in tempo polinomiale. In generale dimostrare una tale proprietà è
abbastanza difficile e sono pochi i risultati di questo genere in letteratura2.

Le due classi precedenti sono ben definite ed essendo l’una il complementare dell’altra, dovrebbero
contenere tutti i problemi risolubili. In realtà molti problemi di notevole interesse non sono stati collo-
cati in nessuna delle due classi. Non sono stati trovati, per questi problemi, algoritmi di soluzione che

1È bene ricordare che l’analisi che svolgiamo si riferisce comunque a problemi che ammettono un algoritmo di soluzione.
Infatti, è noto che non tutti i problemi possono essere risolti mediante un algoritmo. I problemi chenonammettono un algoritmo
di soluzione sono dettinon risolubili o indecidibili e sono stati ampiamente studiati a partire dagli anni ’30. Tra questi quello
più notoè il problema dell’arresto; nel nostro contesto, tale problema può essere formulato nel modo seguente:

Istanza : un programma RAMP e un inputI perP .
Domanda : il programmaP si arresta sull’inputI?

Questoè solo l’esempio pìu famoso di una vasta gamma di problemi indecidibili che riguardano il comportamento dei
programmi oppure le proprietà delle funzioni da loro calcolate.

2Si veda per esempio J.E.Hopcroft, J.D.Ullman,Introduction to automata theory, languages and computation, Addison-
Wesley, 1979.
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funzionano in tempo polinomiale e neppureè stato dimostrato che tali algoritmi non esistono. Tra questi
ricordiamo, come esempio, alcuni problemi di decisione già incontrati nei capitoli precedenti e altri, dal-
l’evidente significato intuitivo, che definiremo formalmente nelle sezioni successive: Clique, Knapsack
0-1, Circuito hamiltoniano, Commesso viaggiatore. Si tratta di problemi classici ampiamente studiati
in letteratura che trovano applicazioni in vari settori e per i quali sono noti algoritmi che funzionano in
tempo esponenziale o subesponenziale, oppure algoritmi di approssimazione polinomiali.

La classe pìu rappresentativa di questo folto gruppoè quella dei problemiNP -completi. Questàe
stata definita all’inizio degli anni ’70 e raccoglie una grande varietà di problemi che sorgono naturalmente
in vari settori dell’informatica, della ricerca operativa e della matematica discreta. Su di essiè stata
sviluppata una notevole letteratura3 e il loro numeròe ormai di parecchie migliaia, raggruppati e studiati
per settori specifici.

I problemiNP -completi sono problemi di decisione definiti mediante un paradigma basato sulla
nozione di macchina non deterministica (ma anche qui si possono dare diverse definizioni equivalenti).
Tali problemi sono computazionalmente equivalenti fra loro, nel senso che un eventuale algoritmo poli-
nomiale per uno solo di essi implicherebbe l’esistenza di un analogo algoritmo per tutti gli altri. Proprio
l’assenza di una tale procedura, nonostante gli sforzi compiuti, ha portato alla congettura che i problemi
NP -completi non siano risolubili in tempo polinomiale e quindi non siano contenuti nella classeP (an-
che se finora nessuno ha dimostrato un tale risultato). Questa congetturaè ormai cos̀ı affermata in ambito
informatico che stabilire laNP -completezza di un problema equivale di fatto a qualificare il problema
come intrattabile o comunque talmente difficile che nessun ricercatore sarebbe oggi in grado di definire
un algoritmo efficiente per risolverlo.

13.2 La classe P

Ricordiamo innanzitutto che unproblema di decisionèe un problema che ammette solo due possibili
soluzioni (intuitivamente “si” o “no”). Esso pùo essere rappresentato da una coppia〈I, q〉, doveI è
l’insieme delle istanze del problema, mentreq è un predicato suI, ovvero una funzioneq : I → {0, 1}.
Nel seguito rappresenteremo spesso il predicatoq mediante una opportuna domanda relativa a una istanza
qualsiasix ∈ I.

Definiamo allora P come la classe dei problemi di decisione risolubili da una RAM in tempo polino-
miale secondo il criterio di costo logaritmico. Quindi, usando i simboli introdotti nel capitolo 3, possiamo
affermare che un problema di decisioneπ appartiene a P se e solo se esiste una RAMΨ che risolveπ e
un polinomiop(n) tali che, per ognin ∈ IN e ogni inputx di dimensionen,

T l
Ψ(x) ≤ p(n).

Chiaramente, per dimensione di una istanzax intendiamo il numero di bit necessari per rappresentarla.
È bene osservare che nella definizione precedente il criterio logaritmico non può essere sostituito con

quello uniforme. Infatti i due criteri possono fornire valutazioni molto diverse fra loro, anche se per molti
programmi RAM i corrispondenti tempi di calcolo sono polinomialmente legati tra loro. In particolare,
è abbastanza facile descrivere programmi RAM che, su un inputx, richiedono un tempo lineare in|x|
secondo il criterio uniforme e uno esponenziale secondo quello logaritmico. Abbiamo già incontrato un
programma di questo genere nell’esempio 3.3 .

3Si veda in proposito M.R.Garey, D.S.Johnson,Computers and intractability: a guide to the theory of NP-completeness,
W.H. Freeman, 1979.
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13.3 Macchine non deterministiche

Introduciamo in questa sezione un modello di calcolo non deterministico. Si tratta di un modello per
alcuni aspetti controintuitivo ma tuttavia importante se vogliamo cogliere a pieno il significato della
classe NP che sarà introdotta nella sezione successiva.

In parole povere possiamo dire che una macchina non deterministicaè un modello di calcolo che
può compiere una o più scelte durante ogni computazione. Di conseguenza il suo funzionamento su un
dato input noǹe più determinato da un’unica computazione ma da un insieme di computazioni distinte,
una per ogni possibile sequenza di scelte compiute. La macchina in questo casoè un semplice accettore,
ovvero ogni computazione di arresto termina restituendo in uscita1 oppure0. Diremo allora che una
macchina non deterministica risolve un problema di decisione se, per ogni istanza che ammette risposta
positiva, esiste una computazione della macchina su tale istanza che restituisce il valore1 e, per ogni
istanza che ammette risposta negativa, tutte le computazioni relative forniscono in uscita il valore0.

Prima di dare la definizione formale del modello che consideriamo ricordiamo il funzionamento di
una macchina RAM tradizionale seguendo la descrizione data nel capitolo 3. Data una macchina RAM
M e un inputx, la computazione diM sux consiste in una sequenza (finita o infinita) di configurazioni

C0, C1, . . . , Ci, . . . ,

ciascuna delle quali descrive l’immagine della macchina in un qualunque istante del calcolo prima
dell’esecuzione di ciascuna istruzione. Ogni configurazione definisce quindi il contenuto dei registri
R0, R1, . . . , Rn, . . ., il valore del contatore che indica l’istruzione corrente da eseguire, il contenuto dei
due nastri di input e output e la posizione della testina di ingresso. La configurazioneC0 è quella in-
iziale, nella quale tutti i registriRi sono azzerati, il nastro di uscita contiene solo blank e quello di
ingresso l’inputx, le due testine sono posizionate sulle prime celle dei rispettivi nastri e il contatore
indica la prima istruzione del programma. OgniCi, con i ≥ 1, viene ottenuta dalla configurazione
precedente eseguendo l’istruzione indicata dal contatore inCi−1. Diciamo che la macchinaM passa
dalla configurazioneCi−1 alla configurazioneCi in un passo e rappresentiamo questa transizione medi-
ante l’espressioneCi−1 `M Ci. Inoltre, se l’istruzione corrente inCi nonè ben definita (ciòe il valore
del contatore non indica correttamente una istruzione del programma), alloraCi è di arresto e non esiste
una configurazioneC ′ tale cheCi−1 `M C ′. In questo caso la computazioneè una sequenza finita eCi è
l’ultima configurazione raggiunta dalla macchina. Se questo non si verifica allora la sequenzaC0, C1, . . .
è infinita e diciamo che la macchinaM non siarrestasull’input considerato.

In questo modò M definisce una relazione binaria sull’insieme delle configurazioni della macchina
M , chiamata ancherelazione di transizione. Essàe una relazione univoca per ogni macchina RAMM ,
nel senso che per ogni configurazioneC esiste al pìu una configurazioneC ′ tale cheC `M C ′.

Una macchina RAMnon deterministicàe una macchina RAM nel cui programma oltre alle istruzioni
note possono comparire istruzioni della forma

CHOICE(0, 1)

L’esecuzione di questa istruzione avviene semplicemente scegliendo di inserire nell’accumulatore (cioè
il registroR0) il valore 0 oppure il valore1. La macchina sceglie quindi di eseguire l’istruzioneLOAD
= 0 oppure l’istruzione LOAD= 1. L’esecuzione delle altre istruzioni rimane invariata rispetto al
modello tradizionale (che nel seguito chiameremodeterministico) cos̀ı come restano invariate le altre
caratteristiche della macchina.
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Anche per una RAM non deterministicaM possiamo definire la nozione di configurazione e quella
di relazione di transizionèM . Ovviamente in questo caso la relazione`M nonè più univoca: per ogni
configurazioneC suM , se l’istruzione corrente indicata inC è un’istruzione di sceltaCHOICE(0, 1),
esisteranno due configurazioniC1 eC2 che si ottengono daC eseguendo rispettivamenteLOAD= 0 e
LOAD= 1; di conseguenza avremoC `M C1 eC `M C2.

Tutto questo implica che, per ogni inputx di M , vi saranno in generale più computazioni distinte di
M sux, tutte della forma

C0, C1, . . . , Ci, . . . ,

tali cheCi−1 `M Ci per ognii ≥ 1 e doveC0 è la configurazione iniziale diM su inputx. Tali
computazioni si ottengono semplicemente eseguendo le istruzioni di scelta via via incontrate in tutti i
modi possibili.

L’insieme delle computazioni diM su un dato input sono rappresentabili da un albero con radice,
dotato eventualmente di un numero infinito di nodi, che gode delle seguenti proprietà:

(i) ogni nodoè etichettato da una configurazione diM ;
(ii) la radiceè etichettata dalla configurazione iniziale sull’input assegnato;
(iii) se un nodov è etichettato da una configurazioneC ed esiste una sola configurazioneC ′ tale

cheC `M C ′, allorav possiede un solo figlio etichettato daC ′;
(iv) se un nodov è etichettato da una configurazioneC ed esistono due configurazioniC1 eC2 tali

cheC `M C1 eC `M C2, allorav possiede due figli etichettati rispettivamente daC1 eC2;
(iv) un nodov è una foglia se e solo sev è etichettato da una configurazione di arresto.

Dalla definizione precedentèe evidente che una computazione diM su un dato input̀e determinata
da un ramo dell’albero di computazione corrispondente, ovvero da un cammino che va dalla radice a una
foglia.

Poich́e in una macchina non deterministica non esiste una sola computazione su un dato input, dobbi-
amo definire un paradigma particolare per descrivere il problema risolto da un modello di questo genere.
Diremo che un problema di decisioneπ = 〈I, q〉 è risolto da una RAM non deterministicaM se si
verificano le condizioni seguenti:

1. per ognix ∈ I tale cheq(x) = 1 esiste una computazione diM su inputx che termina restituendo
il valore1 in uscita (si dice anche che la computazioneaccettal’input);

2. per ognix ∈ I tale cheq(x) = 0 tutte le computazioni diM su inputx terminano restituendo il
valore0 in uscita (rifiutano l’input).

Nota che in questo modo la stessa macchinaM non pùo essere usata per risolvere il problema comple-
mentare diπ, definito daπc = 〈I, p〉 conp(x) = 1− q(x).

Esempio 13.1
Considera il seguente problema di decisione:

CLIQUE
Istanza: un grafo non orientatoG = 〈V, E〉 e un interok ≤ ]V .
Domanda: esiste una clique di dimensionek in G, ovvero un insiemeC ⊆ V di cardinalit̀a k tale che

{v, w} ∈ E per ogni coppia di nodi distintiv, w ∈ C?

Il problema pùo essere risolto da una RAM non deterministica che esegue la seguente procedura:

begin
A := ∅
for v ∈ V do
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begin
i := Choice(0,1)
if i = 1 then A := A ∪ {v}

end
if ]A = k ∧A forma una clique

then return 1
else return 0

end

Come si verifica facilmente, ogni computazione della macchinaè divisa in due fasi distinte: nella prima si costruisce un
insiemeA di nodi usando l’istruzione di scelta, si dice anche che la macchinagenera in modo non deterministicol’insiemeA;
nella seconda fase si verifica seA è effettivamente una clique di dimensionek in G. Nota che questa seconda parte del calcolo
è puramente deterministica perché l’istruzione di scelta non viene usata. Inoltre sul grafoG = 〈V, E〉 la macchina ammette
esattamente una computazione per ogni sottoinsieme diV . Quindi sen è il numero dei nodi diG, abbiamo2n possibili
computazioni distinte sull’inputG = 〈V, E〉.

Chiaramente la procedura (non deterministica) risolve il problema CLIQUE secondo il paradigma formulato: seG =
〈V, E〉 ammette una cliqueC di dimensionek la computazione che genera il sottoinsiemeC accetta l’input; se inveceG =
〈V, E〉 non ammette una clique di dimensionek tutte le computazioni rifiutano.

Notiamo infine che il numero di computazioni che accettano l’input coincide con il numero di clique di dimensionek in
G.

Esempio 13.2
Un altro esempio significativòe relativo al problema del circuito hamiltoniano:

CIRCUITO HAMILTONIANO
Istanza: un grafoG = 〈V, E〉 non orientato.
Domanda: esiste inG un circuito hamiltoniano, ovvero una permutazione(v1, v2, . . . , vn) dei nodi del grafo

tale che{vi, vi + 1} ∈ E per ognii = 1, . . . , n− 1, e inoltre{vn, v1} ∈ E?

Questo problema può essere risolto da una RAM non deterministicaM che, in una prima fase, genera in modo non determinis-
tico una sequenza(vi1 , vi2 , . . . , vin) di vertici di G (n = ]V ); in seguitoM controlla che tale sequenza sia una permutazione
dei nodi del grafo, ovvero che tutti i suoi elementi siano distinti, e quindi verifica se, per ognij = 1, 2, . . . , n− 1, {vij , vij+1}
appartiene aE e se{vin , vi1} ∈ E. Se tutti questi controlli danno esito positivo la macchina accetta, altrimenti rifiuta.

Il suo funzionamentòe descritto dalla procedura seguente:

begin
sianov1, v2, . . . , vn i vertici di G
A := Λ (lista vuota)
for j = 1, 2, . . . , n do

begin
k := 1

for i = 1, 2, . . . , n− 1 do

{
` := Choice(0,1)
k := k + `

A := INSERISCI IN TESTA(A, vk)
end

if esistono due nodi uguali inA
then return 0
else if la sequenza di nodi inA forma un ciclo

then return 1
else return 0

end

Questa procedura fornisce un esempio di costruzione di una permutazione in modo non deterministico.
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13.4 La classe NP

Il tempo di calcolo di una macchina non deterministicaè definito dalla pìu lunga computazione della
macchina sull’input considerato. Nel nostro caso per valutare il tempo di calcolo di una RAM non
deterministica assumiamo il criterio logaritmico. Nel seguito tutti i tempi di calcolo saranno valutati
assumendo questo criterio.

Quindi, data una RAM non deterministicaM e un inputx perM , il tempo richiesto daM su in-
put x è il massimo tempo di calcolo richiesto da una computazione diM su inputx secondo il criterio
logaritmico. Denoteremo tale quantità conTM (x). Se esiste una computazione che non termina poni-
amo chiaramenteTM (x) = +∞. Se invece tutte le computazioni hanno termine possiamo considerare
l’albero di computazione diM su x, associando ad ogni lato il costo logaritmico dell’istruzione cor-
rispondente; in questo modo ogni cammino dalla radice a una foglia (computazione) possiede un costo
dato dalla somma dei costi dei suoi lati (questi nonè altro che il tempo logaritmico della corrispondente
computazione).TM (x) coincide allora con il valore massimo tra i costi di questi cammini.

Inoltre, per ognin ∈ IN, denotiamo conTM (n) il massimo tempo di calcolo richiesto daM su un
input di dimensionen (come al solito la dimensione di un input in questo casoè data dal numero di bit
necessari per rappresentarlo). Quindi

TM (n) = max{TM (x) | |x| = n}

Nel seguito diremo anche cheM funziona in tempof(n) seTM (n) ≤ f(n) per ognin ∈ IN (con
f : IN → IN funzione qualsiasi).

La classe NP̀e allora la classe dei problemi di decisione risolubili da una macchina RAM non deter-
ministica che funziona in tempo polinomiale. Quindi un problema di decisioneπ appartiene a NP se es-
iste un polinomiop(x) e una macchina RAM non deterministicaM che risolveπ, tali cheTM (n) ≤ p(n)
per ognin ∈ IN.

È facile verificare che le procedure descritte negli esempi 13.1 e 13.2 corrispondono a RAM non
deterministiche che funzionano in tempo polinomiale. Di conseguenza i problemi CLIQUE e CIRCUITO
HAMILTONIANO appartengono a NP.

Un problema che sorge ora in modo naturaleè quello di confrontare i tempi di calcolo delle macchine
deterministiche e di quelle non deterministiche. Se per esempio un problema di decisioneè risolubile in
tempof(n) su una RAM non deterministica, ci chiediamo in quanto tempo possiamo risolvere lo stesso
problema usando una RAM tradizionale (il problema inverso non si pone perché ogni RAM determinis-
tica è una particolare RAM non deterministica). Una macchina non deterministica può essere simulata
da una deterministica che semplicemente esplora l’albero di computazione della precedente. Il procedi-
mentoè illustrato dalla seguente proposizione che mostra anche come i due modelli di calcolo risolvano
la stessa classe di problemi di decisione anche se impiegando tempi di calcolo differenti.

Proposizione 13.1Per ogni funzionef : IN −→ IN e ogni problema di decisioneπ risolubile da una
RAM non deterministica in tempof(n), esiste un valorec > 1 e una RAM deterministica che risolveπ
in tempoO(cf(n)).

Dimostrazione. SiaM una RAM non deterministica che risolveπ in tempof(n). L’idea è quella di
simulareM mediante una RAM deterministicaM ′ che, su inputx, esplora l’albero di computazione di
M sux mediante una ricerca in ampiezza. Durante il calcoloQ rappresenta la coda che mantiene le
configurazioni diM raggiungibili dalla configurazione iniziale. Il funzionamento della macchinaM ′

sull’input x è definito dalla seguente procedura.
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begin
SiaC0(x) la configurazione iniziale diM su inputx
Q := ENQUEUE(Λ, C0(x))
A := 0
while Q 6= Λ ∧A = 0 do

begin
C := FRONT(Q)
Q := DEQUEUE(Q)
if C accettantethen A = 1
if esiste una sola configurazioneC ′ tale cheC `M C ′

then Q := ENQUEUE(Q,C ′)
if esistono due configurazioniC1, C2 tali cheC `M C1 eC `M C2

then

{
Q := ENQUEUE(Q,C1)
Q := ENQUEUE(Q,C2)

end
return A

end

Non è difficile verificare che ogni configurazione diM su un inputx, dove|x| = n, può essere rap-
presentata da una sequenza di interi di dimensione complessivaO(f(n)). Data la rappresentazione di
una configurazioneC di M , la macchinaM ′ deve essere in grado di determinare la rappresentazione
delle configurazioni successive, cioè delle configurazioniC ′ tali cheC `M C ′. Questo calcolo pùo
essere certamente eseguito in un tempoO(f(n))2, tenendo anche conto del costo di indirizzo degli interi
coinvolti.

Ritornando al comportamento diM su inputx, osserviamo che nel corrispondente albero di com-
putazione vi sono al più 2f(n)+1 nodi. Quindi il ciclo while della precedente procedura può essere
eseguito al pìuO(2f(n)) volte. Ogni ciclo esegue un numero costante di operazioni su configurazioni di
M e, per l’osservazione precedente, ogni singola esecuzione richiede al più O(f(n))2 passi. Il tempo
complessivo risulta cosı̀ O(f(n)22f(n)) = O(3f(n)).

Una immediata conseguenza della proposizione precedenteè data dal seguente

Corollario 13.2 Ogni problema in NP̀e risolubile da una RAM deterministica in tempoO(cp(n)) per
qualchec > 1 e qualche polinomiop(x).

Questo significa che tutti i problemi in NP possono essere risolti in tempo esponenziale da una macchina
deterministica.

Esercizio

Dimostrare che il seguente problema appartiene a NP:

COMMESSO VIAGGIATORE
Istanza: un interok > 0, un grafo direttoG = 〈V, E〉 e una funzione pesod : E → IN.
Domanda: esiste un circuito che congiunge tutti i nodi del grafo di peso minore o uguale ak,

ovvero una permutazione(v1, v2, . . . , vn) di V tale che
∑n−1

i=1
d(vi, vi+1) + d(vn, v1) ≤ k?
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13.5 Il problema della soddisfacibilit̀a

In questa sezione illustriamo il problema della soddisfacibilità per formule booleane in forma normale
congiunta. Questo problema ha una particolare importanza in questo contesto perché è stato il primo
problema NP-completo introdotto in letteratura.

Innanzitutto ricordiamo che, per definizione, una formula booleanaè un letterale, ciòe una variabile
x o una variabile negatax, oppure una delle seguenti espressioni:

(i) (¬φ),

(ii) φ1 ∧ φ2 ∧ · · · ∧ φk,

(iii) (φ1 ∨ φ2 ∨ · · · ∨ φk),

dovek ≥ 2, mentreφ, φ1, φ2, . . . , φk sono formule booleane. Nel seguito rappresenteremo con i simboli
di somma e prodotto le tradizionali operazioni∨ e∧. Ogni formula booleana nella quale compaionok
variabili distinte definisce in modo ovvio una funzionef : {0, 1}k −→ {0, 1}.

Diciamo che una formula booleanaφ è in forma normale congiunta (FNC per brevità) seφ è un
prodotto di clausole di letterali, ovvero

φ = E1 · E2 · . . . · Ek (13.1)

doveEi = (`i1 + `i2 + · · ·+ `iti) per ognii = 1, 2, . . . , k, e ciascuǹ ij è un letterale.
Un esempio di formula booleana in FNCè dato dall’espressione

U(y1, y2, . . . , yk) = (
k∑

i=1

yi) ·
∏
i6=j

(yi + yj). (13.2)

È evidente cheU(y1, y2, . . . , yk) vale1 se e solo se esattamente una delle sue variabiliyi assume valore
1.

Si pùo dimostrare che ogni funzione booleana può essere rappresentata da una formula in forma
normale congiunta. Per verificare questa semplice proprietà, introduciamo la seguente definizione: per
ogni variabilex e ognic ∈ {0, 1}, poniamo

xc =

{
x sec = 1
x sec = 0

Nota chexc assume il valore1 se e solo se i valori dix e c sono diversi.

Lemma 13.3 Siaf : {0, 1}n −→ {0, 1} una funzione booleana e siaS0 = {c ∈ {0, 1}n/f(c) = 0} 6=
∅. Allora per ogni(x1, x2, . . . xn) ∈ {0, 1}n, denotando conc il vettore(c1, c2, . . . cn), abbiamo

f(x1, x2, . . . , xn) =
∏

c∈S0

(xc1
1 + xc2

2 + · · ·+ xcn
n )

Dimostrazione.Osserviamo che, per la definizione precedente, la clausola(xc1
1 +xc2

2 +· · ·+xcn
n ) ha valore

1 se e solo se, per qualchei, xi assume un valore diverso daci. Ne segue che la produttoria precedenteè
uguale a1 se e solo se lan-pla (x1, x2, . . . xn) assume un valore in{0, 1}n che non appartiene aS0.

Il problema della soddisfacibilità per formule booleane in FNC̀e definito nel modo seguente:
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SODD-FNC
Istanza: una formula booleanaφ in forma normale congiunta.
Domanda: esiste una assegnamento di valori0 e1 alle variabili che rende veraφ?

È facile provare che questo problema appartiene a NP. Infatti, su inputφ, una RAM pùo generare in
modo non deterministico un assegnamentoA di valori alle variabili diφ. Quindi la macchina verifica
in modo deterministico se l’assegnamentoA rende veraφ. In caso affermativo la macchina accetta,
altrimenti rifiuta.È evidente che ogni computazione della macchina termina dopo un numero polinomiale
di passi.

Proposizione 13.4SODD-FNC appartiene alla classe NP.

Esercizi

1) Dare la definizione di formula booleana in forma normale disgiunta e dimostrare che ogni funzione
booleana, a un solo valore, può essere rappresentata da una formula di questo tipo.

2) Il problema della soddisfacibilità per formule booleane in forma normaledisgiuntaappartiene a P?

13.6 Riducibilità polinomiale

Consideriamo due problemi di decisioneπ1 = 〈I1, q1〉 eπ2 = 〈I2, q2〉, doveI1 eI2 sono gli insiemi delle
istanze, mentreq1 e q2 i rispettivi predicati. Diciamo cheπ1 è polinomialmente riducibileaπ2 se esiste
una funzionef : I1 −→ I2, calcolabile in tempo polinomiale da una RAM deterministica (secondo il
criterio logaritmico), tale che per ognix ∈ I1, q1(x) = 1 se e solo seq2(f(x)) = 1. Diremo anche che
f definisce una riduzione polinomiale daπ1 aπ2 o anche cheπ1 è riducibile aπ2 mendiante la funzione
f .

È facile verificare che la riduzione polinomiale gode della proprietà transitiva. Infatti, dati tre prob-
lemi di decisioneπ1 = 〈I1, q1〉, π2 = 〈I2, q2〉 e π3 = 〈I3, q3〉, seπ1 è polinomialmente riducibile a
π2 mediante una funzionef , eπ2 è polinomialmente riducibile aπ3 mediante una funzioneg, allora la
funzione compostah(x) = g(f(x)) definisce una riduzione polinomiale daπ1 a π3: per ognix ∈ I1,
q1(x) = 1 se e solo seq3(h(x)) = 1; inoltre la funzioneh è calcolabile da una RAM che, su inputx ∈ I1,
simula prima la macchina che calcolaf , ottenendof(x), e quindi la macchina che calcolag, ricavando
g(f(x)). Il tempo richiesto da quest’ultimo calcolòe comunque polinomiale perché maggiorato dalla
composizione di due polinomi.

Le classi P e NP definite nelle sezioni precedenti sono chiaramente chiuse rispetto alla riduzione
polinomiale.

Proposizione 13.5Dati due problemi di decisioneπ1 = 〈I1, q1〉 eπ2 = 〈I2, q2〉, supponiamo cheπ1 sia
polinomialmente riducibile aπ2. Allora seπ2 appartiene a P ancheπ1 appartiene a P. Analogamente,
seπ2 appartiene a NP, ancheπ1 appartiene a NP.

Dimostrazione. Sia f la funzione che definisce una riduzione polinomiale daπ1 a π2 e siaM una
RAM che calcolaf in tempop(n), per un opportuno polinomiop. Seπ2 ∈ P allora esiste una RAM
deterministicaM ′ che risolveπ2 in tempoq(n), doveq è un’altro polinomio. Allora possiamo definire
una RAM deterministicaM ′′ che, su inputx ∈ I1, calcola la stringay = f(x) ∈ I2 simulando la
macchinaM ; quindiM ′′ simula la macchinaM ′ su inputf(x) e mantiene la risposta di quest’ultima.
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Poich́e la lunghezza dif(x) è al pìu data dap(|x|), la complessit̀a in tempo diM ′′ è maggiorata da un
polinomio:

TM ′′(|x|) ≤ p(|x|) + q(p(|x|))

In modo analogo si prova che, seπ2 appartiene a NP, ancheπ1 appartiene a NP.

Una immediata conseguenza della proprietà precedentèe data dal seguente corollario.

Corollario 13.6 Dati due problemi di decisioneπ1 eπ2, supponiamo cheπ1 sia polinomialmente riducibile
aπ2. Allora seπ1 non appartiene a P ancheπ2 non appartiene a P. Analogamente, seπ1 non appartiene
a NP, ancheπ2 non appartiene a NP.

13.6.1 Riduzione polinomiale da SODD-FNC a CLIQUE

Presentiamo ora un esempio di riduzione polinomiale tra problemi di decisione.

Proposizione 13.7SODD-FNCè polinomialmente riducibile a CLIQUE.

Dimostrazione. Descriviamo una funzionef tra le istanze dei due problemi che definisce la riduzione.
Siaφ una formula in FNC definita dalla uguaglianza

φ = E1 · E2 · . . . · Ek

doveEi = (`i1 + `i2 + · · · + `iti) per ognii = 1, 2, . . . , k, e ciascuǹ ij è un letterale. Alloraf(φ) è
l’istanza del problema CLIQUE data dall’interok, pari al numero di clausole diφ, e dal grafoG = 〈V,E〉
definito nel modo seguente:

- V = {[i, j] | i ∈ {1, 2, . . . , k}, j ∈ {1, 2, . . . , ti}};

- E = {{[i, j], [u, v]} | i 6= u, `ij 6= `uv}.

Quindi i nodi diG sono esattamente le occorrenze di letterali inφ, mentre i suoi lati sono le coppie di
letterali che compaiono in clausole distinte e che non sono l’uno il negato dell’altro.

È facile verificare che la funzionef è calcolabile in tempo polinomiale.
Proviamo ora cheφ ammette un assegnamento che la rende vera se e solo seG ha una clique di

dimensionek. Supponiamo che esista un tale assegnamentoA. ChiaramenteA assegna valore1 ad
almeno un letteralèiji per ogni clausolaEi di φ. Sia{j1, j2, . . . , jk} l’insieme degli indici di questi
letterali. Allora l’insiemeC = {[i, ji] | i = 1, 2, . . . , k} è una clique del grafoG perch́e, se per qualche
i, u ∈ {1, 2, . . . , k}, `iji = `uju , l’assegnamentoA non potrebbe rendere veri entrambi i letterali.

Viceversa, siaC ⊆ V una clique diG di dimensionek. Allora, per ogni coppia[i, j], [u, v] in C,
abbiamoi 6= u e `ij 6= `uv. Sia oraS1 l’insieme delle variabilix tali chex = `ij per qualche[i, j] ∈ C.
Analogamente, denotiamo conS0 l’insieme delle variabiliy tali chey = `ij per qualche[i, j] ∈ C.
Definiamo ora l’assegnamentoA che attribuisce valore1 alle variabili inS1 e valore0 alle variabili in
S0. A è ben definito perch́e, essendoC una clique, l’intersezioneS1 ∩ S0 è vuota. InoltreA rende vera
la formulaφ, perch́e per ogni clausolaEi vi è un letteralè iji che assume valore1.
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13.6.2 Riduzione polinomiale da SODD-FNC a 3-SODD-FNC

Il problema SODD-FNC pùo essere ridotto polinomialmente anche a una sua variante che si ottiene
restringendo le istanze alle formule booleane in FNC che possiedono solo clausole con al più 3 letterali.

3-SODD-FNC
Istanza: un formula booleanaψ = F1 ·F2 · . . . ·Fk, doveFi = (`i1 + `i2 + `i3) per ogni

i = 1, 2, . . . , k e ogni`ij è una variabile o una variabile negata.
Domanda: esiste una assegnamento di valori0 e1 alle variabili che rende veraψ?

Proposizione 13.8SODD-FNCè polinomialmente riducibile a3-SODD-FNC.

Dimostrazione. Siaφ una formula booleana in FNC e siaE = (`1 + `2 + · · · + `t) una clausola diφ
dotata dit ≥ 4 letterali. SostituiamoE in φ con un prodotto di clausolef(E) definito da

f(E) = (`1 + `2 + y1) · (`3 + y1 + y2) · (`4 + y2 + y3) · . . . · (`t−2 + yt−4 + yt−3) · (`t−1 + `t + yt−3)

dovey1, y2, . . . , yt−3 sono nuove variabili.
Proviamo ora che esiste un assegnamento che rende vera la clausolaE se e solo se ne esiste uno che

rende veraf(E). Infatti, se per qualchei `i = 1, basta porreyj = 1 per ognij < i − 1 e yj = 0
per ognij ≥ i − 1; in questo modo otteniamo un assegnamento che rende veraf(E). Viceversa, se
esiste un assegnamento che rende veraf(E) allora deve esistere qualche letterale`i che assume valore
1. Altrimenti è facile verificare che il valore dif(E) sarebbe0. Ne segue che lo stesso assegnamento
rende vera laE.

Operando questa sostituzione per tutte le clausole diφ dotate di pìu di 3 addendi, otteniamo una
formula3-FNC che soddisfa le condizioni richieste.È inoltre evidente che il tempo di calcolo necessario
per realizzare la sostituzioneè polinomiale.

13.7 Il teorema di Cook

Come abbiamo illustrato nella sezione precedente, la riduzione polinomiale può essere interpretata come
una relazione che confronta la difficoltà computazione dei problemi: intuitivamente, se un problemaè
polinomialmente riducibile a un altro problema significa che il primoè computazionalmente più facile
del secondo (a almeno tanto difficile quanto il secondo). In questo contesto diventa allora interessante
individuare i problemi computazionalmente più difficili, che chiameremo NP-completi e che saranno i
massimi della relazione di riduzione polinomiale.

Definizione 13.1Un problema di decisioneπ è NP-completo se

1. π appartiene a NP,

2. per ogniπ′ ∈ NP si verifica cheπ′ è polinomialmente riducibile aπ.

Intuitivamente i problemi NP-completi sono quindi i problemi più difficili nella classe NP. L’esistenza
di un algoritmo che risolve in tempo polinomiale un problema NP-completo implicherebbe l’equivalenza
delle classi P e NP. Tuttavia l’ipotesi P=NP è considerata molto improbabile, dato l’elevato numero
di problemi in NP per i quali non sono stati trovati algoritmi polinomiali, anche se finora nessuno ha
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formalmente provato che le due classi sono diverse4. Quindi dimostrare che un problemaπ è NP-
completo significa sostanzialmente provare che il problemaè intrattabile ovvero che, quasi certamente,
π non ammette algoritmi di soluzione che lavorano in tempo polinomiale.

Il primo problema NP-completo scoperto in letteraturaè proprio il problema SODD-FNC definito
nella sezione 13.5. Questo risultato, provato da Cook nel 1971,è molto importante perché ha con-
sentito di determinare l’NP-completezza di molti altri problemi per i quali non erano noti algoritmi
di risoluzione polinomiali. Questo da una parte ha permesso di spiegare l’inerente difficoltà di questi
problemi, dall’altra ha dato avvio allo studio delle loro proprietà comuni.

Teorema 13.9 Il problema SODD-FNC̀e NP-completo.

Osserviamo subito che, poiché la riducibilit̀a polinomiale gode della proprietà transitiva, se SODD-
FNC è polinomialmente riducibile a un problemaπ ∈ NP , anche quest’ultimo risulta NP-completo.
Applicando quindi i risultati presentati nella sezione precedente, possiamo enunciare la seguente propo-
sizione.

Corollario 13.10 I problemi CLIQUE e 3-SODD-FNC sono NP-completi.

Questo corollario mostra come, usando la riduzione polinomiale sia possibile dimostrare l’NP-completezza
di un problema. Quasi tutti i problemi NP-completi noti in letteratura sono stati ottenuti mediante
riduzione polinomiale da un problema dello stesso tipo.

La dimostrazione tradizionale del teorema di Cook richiede l’introduzione di un modello di calcolo
elementare, più semplice rispetto alle macchine RAM. Si tratta della nota macchina di Turing introdotta
già negli anni ’30 per studiare le proprietà dei problemi indecidibili. Questo modello di calcoloè com-
putazionalmente equivalente alle RAM (assumendo il costo logaritmico) maè troppo elementare per
descrivere in maniera efficace il funzionamento di algoritmi e procedure come sono oggi comunemente
intese. La sua semplicità tuttavia consente di provare in maniera abbastanza diretta alcune proprietà gen-
erali di calcolo tra le quali anche l’esistenza delle riduzioni polinomiali menzionate proprio nel teorema
di Cook.

13.7.1 Macchine di Turing

Intuitivamente una macchina di Turing (MdT nel seguito)è un modello di calcolo costituito da un insieme
di stati, un nastro suddiviso in celle e una testina di lettura posizionata su una di queste. L’insieme degli
stati contiene uno stato particolare, chiamato stato iniziale e un sottoinsieme di stati detti finali. Ogni cella
contiene un solo simbolo estratto da un alfabeto fissato. Il funzionamento della macchinaè determinato
da un controllo centrale che consente di eseguire una sequenza di mosse a partire da una configurazione
iniziale. In questa configurazione lo stato correnteè quello iniziale, una stringa di inputè collocata
nelle prime celle del nastro e la testina legge il primo simbolo; tutte le altre celle contegono un simbolo
speciale che chiameremo blanck. Quindi ogni mossaè univocamente determinata dallo stato nel quale
la macchina si trova e dal simbolo letto dalla testina. Eseguendo una mossa la macchina può entrare in
un nuovo stato, stampare un nuovo simbolo nella cella su cuiè posizionata la testina di lettura e, infine,
spostare quest’ultima di una posizione a destra oppure a sinistra. Se la sequenza di mosse eseguiteè
finita diciamo che la macchina si arresta sull’input considerato e diciamo che tale inputè accettato se
lo stato raggiunto nell’ultima configurazioneè finale. In questo modo si può definire precisamente il

4Il problema di dimostrare che P̀e diverso da NP̀e considerato oggi uno dei più importanti problemi aperti della teoria degli
algoritmi.
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problema di decisione risolto da una MdT: diciamo che la macchinaM risolve un problema di decisione
π = 〈I, q〉 seI è l’insieme delle possibili stringhe di input della macchina,M si arresta su ogni input
x ∈ I e accettax se e solo seq(x) = 1.

· · · · · ·

Controllo

6

Formalmente possiamo quindi definire una macchina di Turing (deterministica) come una vettore

M = 〈Q,Σ,Γ, q0, B, δ, F 〉

doveQ è un insieme finito di stati,Γ un alfabeto di lavoro,Σ ⊂ Γ un alfabeto di ingresso,B ∈ Γ\Σ un
simbolo particolare che denota il blank,q0 ∈ Q lo stato iniziale,F ⊆ Q l’insieme degli stati finali eδ
una funzione transizione, cioè una funzione parziale

δ : Q× Γ −→ Q× Γ× {−1,+1}

Per ogniq ∈ Q e ognia ∈ Γ, il valoreδ(q, a) definisce la mossa diM quando la macchina si trova nello
statoq e legge il simboloa: seδ(q, a) = (p, b, `) allorap rappresenta il nuovo stato,b il simbolo scritto
nella cella di lettura,̀ lo spostamento della testina. La testina si sposta rispettivamente di una cella a
sinistra o a destra a seconda se` = −1 oppurè = +1.

Una configurazione diM è l’immagine complessiva della macchina prima o dopo l’esecuzione di
una mossa. Questàe determinata dallo stato corrente, dal contenuto del nastro e dalla posizione della
testina di lettura. Definiamo quindi una configurazione diM come una stringa5

αqβ

doveq ∈ Q, α ∈ Γ∗, β ∈ Γ+. α rappresenta la stringa collocata a sinistra della testina di lettura mentre
β, seguita da infiniti blank,̀e la sequenza di simboli che si trova alla sua destra. In particolare la testina
di letturaè posizionata sul primo simbolo diβ. Inoltre supporremo cheB non sia un suffisso diβ a meno
cheβ = B. In questo modoαβ definisce la parte significativa del nastro: nel seguito diremo che essa
rappresenta la porzione non blank del nastro. Denoteremo inoltre conCM l’insieme delle configurazioni
di M .

5Ricordiamo che una stringa (o parola) su un dato alfabetoA è una concatenazione finita di simboli estratti daA. L’insieme
di tutte le stringhe suA, compresa la parola vuotaε, è denotato daA∗, mentreA+ rappresenta l’insieme delle parole suA
diverse daε. La lunghezza di una parolax è il numero di simboli che compaiono inx ed è denotata da|x|. Chiaramente
|ε| = 0.
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La configurazione iniziale diM su inputw ∈ Σ∗ è q0B, sew è la parola vuota, mentrèe la stringa
q0w, sew ∈ Σ+. Nel seguito denoteremo conC0(w) tale configurazione. Diremo inoltre che una
configurazioneαqβ è accettante seq ∈ F .

Possiamo ora definire la relazione di transizione in un passo. Questaè una relazione binariàM

sull’insiemeCM delle configurazioni diM . Intuitivamente, per ogniC,C ′ ∈ CM , valeC `M C ′

se la macchinaM nella configurazioneC raggiunge mediante una mossa la configurazioneC ′. Più
precisamente, data la configurazioneαqβ ∈ CM , supponiamo cheβ = bβ′ doveb ∈ Γ, β′ ∈ Γ∗ e che
δ(q, b) = (p, c, `). Distinguiamo quindi i seguenti casi:

1) se` = +1 allora

αqbβ′ `M

{
αcpβ′ seβ′ 6= ε
αcpB seβ′ = ε

2) se` = −1 e |α| ≥ 1 allora, ponendoα = α′a conα′ ∈ Γ∗ ea ∈ Γ, abbiamo

αqbβ′ `M

{
α′pa sec = B eβ′ = ε
α′pacβ′ altrimenti

Nel seguito denotiamo coǹ∗M la chiusura riflessiva e transitiva di`M .
Osserviamo che seδ(q, b) non è definito, oppurè = −1 e α = ε, allora non esiste alcuna con-

figurazioneC ′ ∈ CM tale cheαqβ `M C ′. In questo caso diciamo cheαqβ è una configurazione di
arresto perM . Senza perdita di generalità possiamo supporre che ogni configurazione accettante sia una
configurazione di arresto.

Una sequenza finita{Ci}0≤i≤m di configurazioni diM è una computazione diM su inputw ∈ Σ∗

seC0 = C0(w), Ci−1 `M Ci per ognii = 1, 2, . . . ,m eCm è una configurazione di arresto perM . Se
inoltreCm è accettante diciamo cheM accetta l’inputw, altrimenti diciamo che lo rifiuta.

Se invece la macchinaM su inputw non si ferma la sua computazioneè definita da una sequenza
infinita di configurazioni{Ci}0≤i<+∞, tali cheC0 = C0(w) eCi−1 `M Ci per ognii ≥ 1.

Supponi ora cheM si arresti su ogni inputx ∈ Σ∗. Allora diciamo cheM risolve il problema di
decisione〈Σ∗, q〉 dove, per ognix ∈ Σ∗,

q(x) =

{
1 seM accettax
0 altrimenti

Esempio 13.3
Consideriamo ora il linguaggioL = {x ∈ {a, b}∗ | x = xR}, dovexR è l’inversa dix. Si pùo facilmente descrivere una
MdT che verifica se una stringa appartiene aL. Tale macchina, su un inputy ∈ {a, b}∗ di lunghezzan, confronta i simboli di
posizionei en− i + 1 e accetta se questi sono uguali tra loro per ognii = 1, 2, . . . , n. Il calcolo avviene percoccendon volte
la stringa di input alternando la direzione do spostamento della testina e marcando opportunamente i simboli letti.

Definiamo ora la nozione di tempo di calcolo di una MdT su un dato input. Data una MdTM =
〈Q,Σ,Γ, q0, B, δ, F 〉, per ogniw ∈ Σ∗, denotiamo conTM (w) il numero di mosse compiute daM su
inputw. SeM non si arresta poniamoTM (w) = +∞. Inoltre, per ognin ∈ IN, denotiamo conTM (n)
il massimo numero di mosse compiute daM su un input di lunghezzan:

TM (n) = max{TM (w) | w ∈ Σ∗, |x| = n}

In questo modoTM è una funzioneTM : IN −→ IN ∪ {+∞} che chiameremo complessità in tempo di
M . Data una funzionef : IN −→ IR+, diremo cheM lavora in tempof(n) seTM (n) ≤ f(n) per ogni
n ∈ IN. Se inoltref(n) è un polinomio inn diremo cheM funziona in tempo polinomiale.
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Esempio 13.4
È facile verificare che la MdT descritta nell’esempio 13.3 lavora in tempoO(n2).

È evidente che per ogni MdT possiamo definire una macchina RAM che esegue la stessa com-
putazione (a patto di codificare opportunamente i simboli dell’alfabeto di lavoro). Vale inoltre una pro-
priet̀a inversa che consente di determinare, per ogni macchina RAM, una MdT equivalente. Inoltre i
tempi di calcolo delle due macchine sono polinomialmente legati tra loro.

Proposizione 13.11Se un problema di decisioneπ è risolubile in tempoT (n) da una RAMM secondo
il criterio logaritmico, allora esiste una MdTM ′ che risolveπ in tempop(T (n)) per un opportuno
polinomiop.

Questo significa che la classeP coincide con la classe dei problemi di decisione risolubili da una
MdT in tempo polinomiale.

Come per le RAM anche per le macchine di Turing possiamo definire un modello non deterministico.
Formalmente una MdT non deterministicaè un vettoreM = 〈Q,Σ,Γ, q0, B, δ, F 〉 doveQ, Σ, Γ, q0,

B eF sono definite come nel caso precedente, mentreδ è una funzione

δ : Q× Γ −→ 2Q×Γ×{−1,+1}

La macchinaM , trovandosi nello statoq ∈ Q e leggendo il simboloa ∈ Γ, può scegliere la mossa
da compiere nell’insiemeδ(q, a). Come nella sezione precedente, possiamo definire le configurazioni
di M , le relazioni di transizionè M e `∗M , e le computazioni diM . È evidente che, in questo caso,
per ogni configurazioneC ∈ CM possono esistere più configurazioni raggiungibili daC in un passo.
Per questo motivo, su un dato input, la macchinaM può eseguire computazioni diverse, una per ogni
possibile sequenza di scelte compiute daM a ogni passo.

Diremo che un inputw ∈ Σ∗ è accettato daM se esiste una computazione diM su inputw che
conduce la macchina in una configurazione accettante, ovvero se esisteC ∈ CM tale cheC = αqβ,
q ∈ F eC0(w) `∗M C.

Viceversa, se tutte le computazioni diM su inputx terminano in una configurazione non accettante,
diciamo cheM rifiuta x.

Se tutte le computazioni diM hanno termine su ogni possibile input diciamo cheM risolve il
problema di decisioneπ = 〈Σ∗, q〉 dove, per ognix ∈ Σ∗,

q(x) =

{
1 seM accettax
0 altrimenti

Data una MdT non deterministicaM = 〈Q,Σ,Γ, q0, B, δ, F 〉 e una stringaw ∈ Σ∗, denotiamo con
TM (w) il massimo numero di mosse che la macchina può compiere in una computazione su inputw.
In altre paroleTM (w) rappresenta l’altezza dell’albero di computazione diM su inputw. Chiaramente,
TM (w) = +∞ se e solo se esiste una computazione diM su tale input che non si arresta.

Inoltre, per ognin ∈ IN, denotiamo conTM (n) il massimo valore diTM (w) al variare delle parole
w ∈ Σ∗ di lunghezzan:

TM (n) = max{TM (w) | w ∈ Σ∗, |w| = n}
Di nuovo, data una funzionef : IN −→ IR+, diremo che una MdT non deterministicaM lavora in tempo
f(n) seTM (n) ≤ f(n) per ognin ∈ IN.

Anche per le MdT non deterministiche valgono le proprietà di simulazione del corrispondente mod-
ello RAM. Questo consente di enunciare la seguente
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Proposizione 13.12Un problema di decisioneπ appartiene a NP se e solo se esiste un polinomiop e
una MdTM non deterministica che risolveπ in un tempof(n) tale chef(n) ≤ p(n) per ognin ∈ IN.

13.7.2 Dimostrazione

In questa sezione presentiamo la dimostrazione del teorema 13.9. Nella sezione 13.5 abbiamo già di-
mostrato che SODD-FNC appartiene a NP. Dobbiamo quindi provare che ogni problemaπ ∈ NP è
polinomialmente riducibile a SODD-FNC. In altre parole vogliamo dimostrare che per ogni MdT non
deterministicaM , che lavora in tempo polinomiale, esiste una funzionef , calcolabile in tempo polino-
miale, che associa a ogni stringa di inputw di M una formula booleanaφ, in forma normale congiunta,
tale chew è accettata dalla macchina se e solo se esiste un assegnamento di valori alle variabili che rende
veraφ.

Senza perdita di generalità, possiamo supporre che, per un opportuno polinomiop e per ogni inputw
di M , tutte le computazione della macchina suw abbiano la stessa lunghezzap(|w|). Infatti, seM non
soddisfa quest’ultima condizione, possiamo sempre costruire una nuova macchina che, su inputw, prima
calcolap(|w|), poi simulaM suw tenendo un contatore del numero di mosse eseguite e prolungando
ogni computazione fino ap(|w|) passi.

Supponiamo inoltre che la macchinaM sia definita daM = 〈Q,Σ,Γ, q1, B, δ, F 〉, doveQ =
{q1, q2, . . . , qs} e Γ = {a1, a2, . . . , ar}. Data ora una stringaw ∈ Σ∗ di lunghezzan, sappiamo che
ogni computazione diM suw è una sequenza dip(n) + 1 configurazioni, ciascuna delle qualiè rap-
presentabile da una stringaαqβ tale che|αβ| ≤ p(n) + 1. La corrispondente formulaφ = f(w) sar̀a
definita su tre tipi di variabili booelane:S(u, t), C(i, j, t) e L(i, t), dove gli indici i, j, t, u variano in
modo opportuno. Il significato intuitivo di queste variabiliè il seguente:

- la variabileS(u, t) assumer̀a il valore1 se al tempot la macchina si trova nello statoqu;

- la variabileC(i, j, t) assumer̀a valore1 se al tempot nella cellai-esima si trova il simboloaj ;

- la variabileL(i, t) assumer̀a il valore1 se al tempot la testina di letturàe posizionata sulla
cellai-esima.

È chiaro cheu ∈ {1, 2, . . . , s}, t ∈ {0, 1, . . . , p(n)}, i ∈ {1, 2, . . . , p(n) + 1} e j ∈ {1, 2, . . . , r}. Un
assegnamento di valori0 e 1 a queste variabili rappresenta una computazione accettante diM su input
w se le seguenti condizioni sono soddisfatte:

1. per ognit esiste un solou tale cheS(u, t) = 1 ovvero, in ogni istante la macchina si può trovare
in un solo stato;

2. per ognit esiste un soloi tale cheL(i, t) = 1 ovvero, in ogni istante la macchina legge esattamente
una cella;

3. per ognit e ognii esiste un soloj tale cheC(i, j, t) = 1 ovvero, in ogni istante ciascuna cella
contiene esattamente un simbolo;

4. i valori delle variabili che hanno indicet = 0 rappresentano la configurazione iniziale su inputw;

5. esiste una variabileS(u, p(n)), che assume valore1, tale chequ ∈ F , ovveroM raggiunge uno
stato finale al termine della computazione;



212 CAPITOLO 13. I PROBLEMI NP-COMPLETI

6. per ognit e ognii, seL(i, t) = 0, allora le variabiliC(i, j, t) eC(i, j, t + 1) assumono lo stesso
valore. In altre parole il contenuto delle celle che non sono lette dalla macchina in un dato istante,
resta invariato all’istante successivo;

7. se inveceL(i, t) = 1, allora il valore delle variabiliC(i, j, t+1), S(u, t+1) eL(i, t+1) rispettano
le mosse della macchina all’istantet.

Associamo ora a ciascuna condizione una formula booleana, definita sulle variabili date, in modo tale
che ogni assegnamento soddisfi la condizione se e solo se rende vera la formula associata. A tale scopo
utilizziamo l’espressioneU(y1, y2, . . . , yk) definita in (13.2) che assume valore1 se e solo se una sola
delle sue variabili ha valore1. La sua lunghezzàe limitata da un polinomio nel numero delle variabili
(in particolare|U(y1, y2, . . . , yk)| = O(k2)).

1. La prima condizione richiede che per ognit vi sia un solou tale cheS(u, t) = 1. Possiamo allora
scrivere la seguente formula

A =
p(n)∏
t=0

U(S(1, t), S(2, t), . . . , S(s, t))

la cui lunghezzàe chiaramenteO(np(n)), perch́e s è una costante che dipende solo daM e non
dalla dimensione dell’input.̀E chiaro che un assegnamento rende vera la formulaA se e solo se
soddisfa la condizione 1.

Le altre formule si ottengono in modo simile e hanno tutte lunghezza polinomiale inn.

2. B =
p(n)∏
t=0

U(L(1, t), L(2, t), . . . , L(p(n) + 1, t))

3. C =
∏
t,i

U(C(i, 1, t), C(i, 2, t), . . . , C(i, r, t))

4. Supponendo chew = x1x2 · · ·xn e rappresentando impropriamente l’indice di ognixi,

D = S(1, 0) · L(1, 0) ·
n∏

i=1

C(i, xi, 0) ·
p(n)+1∏
i=n+1

C(i, B, 0)

5. E =
∑

qu∈F

S(u, p(n))

6. Per rappresentare la sesta condizione denotiamo conx ≡ y l’espressione(x+y) ·(x+y), che vale
1 se e solo se le variabilix ey assumono lo stesso valore. Per ognii e ognit (t 6= p(n)), poniamo

Fit = L(i, t) +
r∏

j=1

(C(i, j, t) ≡ C(i, j, t+ 1)).

Quindi definiamo

F =
p(n)−1∏

t=0

p(n)+1∏
i=1

Fit
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7. Per ogniu, t, i, j definiamo

Gutij = S(u, t) + L(i, t) + C(i, j, t)+

+
∑

(qu′ ,aj′ ,v)∈δ(qu,aj)

(S(u′, t+ 1) · C(i, j′, t+ 1) · L(i+ v, t+ 1)).

Osserviamo che questa formula nonè in forma normale congiunta. Tuttavia, per quanto dimostrato
nella sezione 13.5, sappiamo che esiste una formula equivalente in FNC che denoteremo conG̃utij .
Si pùo verificare che la lunghezza dĩGutij è polinomiale. Ne segue che la formula associata alla
settima condizionèe

G =
∏

u,t,i,j

G̃utij

e anche la sua lunghezza risulta polinomiale inn.

Poich́e l’espressioneU è in forma normale congiunta, tutte le formule precedenti sono in FNC. Di
conseguenza, anche la formulaφ, ottenuta dal prodotto booleano delle formule precedenti,è in FNC:

φ = A ·B · C ·D · E · F ·G.

Tale formula seleziona esattamente gli assegnamenti che rappresentano computazioni accettanti diM su
inputw. Possiamo allora affermare che esiste un assegnamento che rende vera la formulaφ se e solo la
macchinaM accetta l’inputw.

È inoltre facile verificare che, per unaM fissata,φ può essere costruita in tempo polinomiale a partire
dall’inputw.
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